Diplomarbeit
Peter Schafer

Untersuchungen zu Varianten
des Fréchet-Abstands

Theorie und Implementierung

Mai 2019

@ FernUniversitat in Hagen

Fakultat fir Mathematik und Informatik
Lehrgebiet Theoretische Informatik

Prof. Dr. André Schulz « Dr. Lena Schlipf



Dieses Werk ist lizenziert unter einer Creative Commons 3.0 Deutschland Lizenz:
Weitergabe unter gleichen Bedingungen mit Namensnennung.
creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/de

Abbildungen auf S. 11, 69: Metropolitan Museum of Art


creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/de

Inhaltsverzeichnis

Abbildungs- und andere Verzeichnisse

Erster Teil: Theorie

1. Einleitung
1.1. Der Hausdorff-Abstand . . . . . . . ... ... ... .. ... ... .
1.2. Parametrisierte Kurven . . . . . . . . . . . .. e
1.3. Der Fréchet-Abstand . . . . ... .. .. .. . . ...
1.3.1. MannundHund . . . ... ... ... ... ... . ...
1.4. Das Entscheidungsproblem . . . . . . . . ... ...
1.5. Das Optimierungsproblem . . . .. ... ... ... . ... . ... . . ... . ...
1.6. Polygonziige . . . . . . . o i i e e e e e e e e
1.7. Eigenschaften des Fréchet-Abstands . . . . .. ... ... .............
1.8. Alternative Definitionen . . . . .. .. ... ... . ... . ...
1.9. Varianten des Fréchet-Abstands . . . . . .. ... ... ... ............
1.10. Vorverarbeitung . . . . . . . . . . . e e e e e
2. Der Fréchet-Abstand fiir Polygonziige
2.1. Das Free-Space-Diagramm . . . . . . . . . . . o 0 i it e e e e
2.2. Free-Space-Intervalle . . . . . ... .. ... .. ...
2.3. ErreichbareIntervalle . . . . . . . . . . . .. ...
2.4. Algorithmus fiir offene Polygonziige . ... ... ... ... ... .. .......
2.4.1. Laufzeitanalyse . .. .. . .. . . . ... i
2.5. Das Optimierungsproblem . . . . . . . ... .. ... .. ...
2.5.1. Kritische Werte . . . . . . . . . . e
2.5.2. Bindrsuche . ... .. ... ...
2.5.3. Parametrische Suche. . . . . ... ... ... ... . . L oo
2.5.4. Naherungsweise Berechnung . . . . .. .. ... ... ... ........
2.6. Geschlossene Polygonziige . . . . . . . . . . . . .
2.7. Die Erreichbarkeits-Struktur . . . . . . ... ... o
2.7.1. Konstruktion der Erreichbarkeits-Strukturen . . ... ... ........
2.7.2. Zusammenfiigen zweier Erreichbarkeits-Strukturen . . .. ... ... ..
2.7.3. Komplexitdtsanalyse . . . . . . .. ... ... ...
2.8. Losung des Entscheidungsproblems . . . . . . ... ... ... .. .........
2.8.1. Komplexitdtsanalyse . . . . . . .. . .. .. ...
2.9. Untere Schranken? . . . . . . . . . . . . . ...

13
14
14
15
15
16
16
17
17
17
18
18



Inhaltsverzeichnis

3. Der Fréchet-Abstand fiir einfache Polygone 33
3.1. Vereinfachung des Fréchet-Abstands . . .. ... ... ............... 34
3.2. Unterschied zum Fréchet-Abstand der Randkurve . . . . . . .. ... ... .... 34
3.3. Vorbereitungen . . . . . . . . . . . . e 36

3.3.1. VereinfachungvonKurven . . ... ... ... ............... 36
3.3.2. Shortest-Path-Abbildungen . . . ... ... ... ... ... .. ...... 37
3.3.3. Diagonalen auf kiirzeste Wege abbilden . . . . . . ... ... ....... 38
3.3.4. Shortest-Path-Abbildung durch Hom6omorphismen anndhern . .. . .. 38
3.3.5. Fréchet-Abstand mit Shortest-Path-Abbildungen . . . ... ... ... .. 39
3.3.6. KonvexePolygone . . . . ... .. .. ... ... 40
3.3.7. Sanduhren . .. ... ... ... 40
3.4. Ein Algorithmus in polynomieller Zeit . . . . .. ... ... ... .. ....... 41
3.5. Giltige Pfade . . . . . . . .. e 41
3.5.1. Freie Intervalle und Platzierungen . . . . ... ... ... ......... 41
3.6. Fréchet-Abstand zwischen einer Diagonalen und einer Sanduhr . . . . . ... .. 42
3.6.1. Fréchet-Abstand zwischen einer Diagonalen und mehreren Sanduhren . 43
3.7. Erreichbarkeits-Graphen . . ... ... ... .. .. ... ... ... .. 44
3.8. Konvexe Zerlegung und Triangulierung . . . . . . .. ... ... ... ... .... 45
3.9. Aufteilung des Free-Space . . . . . . . .. . . . ... 46
3.10. Die MERGE-OPeration . . . . . . v v v v v vttt i et e e e e e e e e 47
3.11. Die COMBINE-Operation . . . . . . . . . . vt i vttt e e e e et e e 47
3.12. Berechnung der Combined Reachability Graphs . . . . . ... .. ... ... ... 48
3.13. Der Entscheidungsalgorithmus . . . . . ... . ... ... ... ... ........ 50
3.13.1. Komplexitatsanalyse . . . . . . . . . . . e 51
3.14. Der Optimierungsalgorithmus . . . . . ... . .. ... ... ... .. ....... 52
3.14.1. Kritische Werte . . . . . . . . . . . e e e 52
3.14.2. Komplexitdtsanalyse . . . . . . .. . .. .. ... 53
3.15. Weitere Ergebnisse . . . . . . . . . .. ... 53
3.15.1. Eine Variante des Algorithmus . . . . .. ... ... ... ......... 54
4. Der k-Fréchet-Abstand 55
4.1. Der schwache Fréchet-Abstand . . . . ... ... ... .. ... .. ........ 56
4.1.1. Unterschiede zum Hausdorff-Abstand . . . . . ... ... ......... 57
4.2. Der k-Fréchet-Abstand . . . . . . . . . . . ... ... 57
4.3. Np-Vollstandigkeit . . . . . . . . . ... 58
4.3.1. Np-Reduktionen . . ... ... ... ... ... 59
4.4. Brute-Force-Algorithmus . . . ... ... ... ... ... ... .. ... . ..., 60
4.5. Naherungsalgorithmus: Greedy . . . . ... ... ... ... ... ......... 61
4.5.1. Beispiele fiir den Greedy-Néherungsfaktor . . ... ... ......... 62
4.6. ParametriSierungen . . . . . . . ... ... e e e e e e e e 65
4.6.1. Eine Parametrisierung fiir den k-Fréchet-Abstand . . ... ... ... .. 65
4.6.2. Weitere Parametrisierungen . . . . . . . . . . . . .. 67
4.7. Offene Fragen, weiterfilhrendeIdeen . . . . . . . ... ... ... ... ...... 68



Inhaltsverzeichnis

Zweiter Teil: Implementierung

5. Implementierungs-Aspekte

5.1.
5.2

5.3.
5.4.
5.5.
5.6.

5.7.

5.8.
5.9.
5.10.

5.11.

5.12.
5.13.

Die Berechnung des Free-Space-Diagramms . . . . . . . . . . . v v v v v v v
Darstellung der Erreichbarkeits-Strukturen. . . . .. ... ... ... ... ....
5.2.1. MERGE-Operation auf Erreichbarkeits-Strukturen . . . . . ... ... ...
Algorithmen zur konvexen Zerlegung von Polygonen . . . ... .. .. ... ...
Datenstruktur fiir die Triangulierung . . . . . . . . . .. ... ... ... .....
Shortest-Path-Tree-Suche und giiltige Platzierungen . ... ............
Datenstruktur fiir Erreichbarkeits-Graphen . . . . . . .. ... ... ........
5.6.1. Von der Erreichbarkeits-Struktur zur Adjazenzmatrix . .. ... ... ..
5.6.2. Vier Teilmatrizen, Dreiecksmatrizen . . . . . . ... ... ... ......
5.6.3. MERGE- und COMBINE-Operationen . . . . . ... .. .. ... .......
5.6.4. Alternative Datenstrukturen fiir Erreichbarkeits-Graphen? . . ... ...
Implementierung der Optimierungsvariante . . . . . . ... ... ... ......
5.7.1. Die kritischen Werte sind tatsichlich kritisch . . . .. ... ... ... ..
5.7.2. Intervallschachtelung . ... ... .. ... ... ... ... ...
Visualisierung eines giiltigen Pfads . . . . ... ... ... ... ... .......
Entscheidungsalgorithmus in Reverse-Level-Order . . . . . ... ... .......
Berechnung des k-Fréchet-Abstands . . . . . . .. ... ... ............
5.10.1. Zusammenhingende Komponenten . . ... ... .............
5.10.2. Bounding Boxes der Komponenten. . . . . . . ... ... ... ......
5.10.3. Greedy-Algorithmus . . . . . .. ... . ... . ... ...
5.10.4. Brute-Force-Algorithmus . . . .. ... .. ... ... ... ........
Visualisierung . . . . . . . . . . e e
5.11.1. Eingabedateien . . . . . . . . . . . . ...
5.11.2. Integration der Algorithmen in die graphische Oberfliche . .. ... ..
Bedienung in einem Kommandozeilen-Terminal . . . . ... ... .........
Unit Tests . . . . . . e e e e e e e e

6. Boolesche Matrixmultiplikation

6.1.
6.2.
6.3.

Ein ,naiver Ansatz . . . . . . . . v i e e e e e e e e e e e e
Warum nicht Coppersmith und Winograd? . . . . . ... ... ... ........
Die Methode der VierRussen . . . . . . . . . . . . . . ... ...
6.3.1. Komplexitdtsanalyse . . . . . . . . . . . i i e e
6.3.2. DieBibliothek M4RT . . . . . . . . . . . . .. ...
6.3.3. Speicherzugriffe bei der Booleschen Matrixmultiplikation . . . . . . . . .

7. Parallelisierung fiir Multi-Core-Rechner

7.1.
7.2.
7.3.
7.4.
7.5.
7.6.
7.7.
7.8.
7.9.

Berechnung des Free-Space . . . . ... ... .. . . .. ... ...,
Berechnung der Erreichbarkeits-Strukturen . . . .. ... ... ..........
Berechnung der Erreichbarkeits-Graphen . . . . . ... ... ... .........
Berechnung der giiltigen Platzierungen . . . . . . . . . . ... . ... ... ....
Kritische Werte . . . . . . . . . . . e e

71
72
72
73
73
74
75
76
76
77
79
80
80
81
81
82
83
84
84
85
85
86
86
87
87
88
88

89
90
90
91
92
93
94



Inhaltsverzeichnis

8. GPGPU-Ansaitze
8.1. GPU-ArchiteKtur . . . . . . . . . . e e e
8.2. Speicher-Architektur . . . ... ... ... .
8.2.1. Speicherzugriffe sorgféltig planen . . . . ... ... ... ... ......
8.2.2. Texturspeicher . . . . . . . . . . ...
8.3. DasOpencCL-Framework . .. ... ... ... . ... . . ... . . ... ...
8.3.1. Kernels . . . . . . . . e
8.3.2. Auftrags-Warteschlange . . . . .. ... ... ... .. ... L.
8.3.3. Daten und Algorithmen modellieren . . . . . ... ... ... .......
8.4. Scheduling . . . . . . . . . . e
8.4.1. ArithmeticIntensity . . . . . . . . . . . ..
8.5. Free-Space-Berechnung auf GPUS . . . . . ... .. ... .. ... ... . .....
8.6. Matrixmultiplikation auf GPUS . . . . . . . . .. ... ...
8.6.1. Matrixmultiplikation mit Kacheln . ... ... ... ... ... ......
8.6.2. Was ist mit der Methode der Vier Russen? . .. ..............
8.7. Work Stealing zwischen CPU und GPU? . . . . . ... ... .. ... ... .....
8.8. Fazit zur Booleschen Matrixmultiplikation . . . ... ... ... ... .......
9. Experimentelle Ergebnisse
9.1. Boolesche Matrix-Multiplikation . . . . . . ... ... ... ... ... ... ...
9.2. Entscheidungsalgorithmen fiir Polygone und Polygonziige . . .. ... ... ...
9.3. Algorithmen fiir den k-Fréchet-Abstand . . . ... ... ..............
9.4. Parallelisierung . . . . . . . . . . e
9.4.1. Algorithmen fiir einfache Polygone . . ... ... ... ..........
9.4.2. Algorithmen fiir Polygonziige . . . . .. .. . ... ... ... .......
9.4.3. Interpretation . . . . . . . . . ... e e e e
Anhang A. Digitale Ressourcen
A.l. FréchetView . . . . . . . . .
A.2. Werkzeuge und Bibiliotheken . . . ... ... ... ... ... ... ... ... ..
Anhang B. Instructions
B.1. How Touse FréchetView . . . . . . .. .. .. ... .. .. .. .. .. .. .....
B.1.1. PrintandSave . .. ... ... . . .. ...
B.1.2. FileFormats . . . . . . . . . . . . i i e e
B.1.3. Command Line Interface . . . ... ... ... .. .............
B.2. Installation Notes . . . . . . . . . . . i i i i e e e e e e e e e e

B.2.1. GPGPU Support
B.3. Building from Sources

Literaturverzeichnis

101
101
102
103
104
104
105
106
106
106
107
108
108
108
111
112
112

113
113
115
116
117
117
118
118

119
119
120

121
121
122
123
124
125
125
125

127



Abbildungsverzeichnis

1.1.
1.2.

2.1.
2.2,
2.3.
2.4.
2.5.
2.6.
2.7.
2.8.
2.9.
2.10.
2.11.

3.1.
3.2.
3.3.
3.4.
3.5.
3.6.
3.7.
3.8.
3.9.
3.10.
3.11.
3.12.

4.1.
4.2.
4.3.
4.4,
4.5.
4.6.
4.7.
4.8.
4.9.
4.10.
4.11.

5.1.
5.2
5.3.

Hausdorff-Abstand . . . . . . . . . . . . . . e 14
Mannund Hund . . ... .. . . .. . . ... e 16
Free-Space fiir zwei Strecken . . . . . . . .. .. ... ... ... 20
Polygonziige und Free-Space-Diagramm . . . . . . ... .. ... ... ...... 21
Ein giiltiger Pfad im Free-Space-Diagramm . . . . . . ... ... ... ... ... 21
Free-Space-Intervalle und ihre geometrische Konstruktion . . . . ... ... ... 22
Erreichbare Intervalle . . . . . .. . .. . .. ... ... ... 23
Kritischer Wert vom Typ (C) . . . . .« o o o i i i e e e e e e e e e e e 25
Free-Space-Diagramm fiir geschlossene Polygonziige . . . . . . . ... ... ... 27
Erreichbarkeits-Struktur . . . . ... ... ... ... ... . 28
Synchronisieren der Intervalleinteilung . . . . . . . ... ... ... ... ..... 29
Zusammenfiigen zweier Erreichbarkeits-Strukturen . . . . ... ... ... ... 30
Beweisskizze . . . . . . . e e 31
Unterschied zum Fréchet-Abstand der Randkurve . . . . . . . . ... ... .... 34
Vereinfachungvon Kurven . . . . . . .. ... ... ... ... 36
Abbildung einer Diagonalen von P auf einen kiirzesten Wegin Q.. . . . . . . . . 37
Vereinfachung der Abbildung zum kiirzesten Weg. . . . . ... .. .. ... ... 38
Zerlegung von Q: Anpassung der kiirzesten Wege. . . . .. ... ......... 39
Sanduhren . . . . . . . . .. 40
Freie Intervalle . . . . . . . . . . . . . . 42
Fréchet-Abstand fiir alle kiirzesten Wege einer Sanduhr . . . . . ... ... ... 43
Konvexe Zerlegung . . . . . . . . . . . . Lo 45
Aufteilung des doppelten Free-Space in RG-Spalten . . . . . . ... ........ 46
MERGE-Operation zweier Erreichbarkeits-Graphen . . ... .. ... ... ... 47
Zwei mogliche Losungen im Free-Space-Diagramm . . . . . ... ......... 49
Stiickweise AhnlichKeit . . . . . . . v v v ot e e 55
Zusammenhingende Komponente . . . . . ... ... ... 56
Zwei Kurven mit kleinem &, aber grolem 8p. . . . . . . ... ... ... ..., 57
k-Fréchet-Abstand mitk =3 . . . . . . . . . ... ... ... 58
MCSP-Reduktion: Buchstaben . . . . . . ... ... ... . . L L. 59
Beispiel fiir die MCSP-Reduktion. . . . . . . ... ... ... ... .. ....... 60
Konstruktionder KurvenPund Q . . . . . . .. . . ... .. ... ... 62
Schrumpfende Komponenten . . ... ... .. .. ... ... 63
Alle Kurven zusammengesetzt. . . . . . . . . . e 63
Greedy- und optimale Losungen. . . . . . . . . . . . . . 64
Free-Space-Komponenten und Suchbaum fiir den Wertebereich P. . . . . . . .. 66
Bildschirm-Ansicht von FréchetView . . . . . ... ... ... .. ... ...... 71
Erreichbarkeits-Struktur . . . . . . . . . ... 72
Konvexe Zerlegung und Shortest Path Tree . . . . ... ... ... ... ..... 74



Abbildungsverzeichnis

5.4.
5.5.
5.6.
5.7.
5.8.
5.9.

6.1.
7.1.

8.1.
8.2.
8.3.
8.4.
8.5.
8.6.

9.1.
9.2.
9.3.

B.1.

Skizze zum Algorithmus von Guibasetal. . . ... ... ... ... ........ 75
Von der Erreichbarkeits-Struktur zur Adjazenzmatrix . . .. ... ........ 77
AdjazenzmatriX . . . . . .. L. 78
MERGE-Operation zweier Adjazenzmatrizen . . . ... ... .. ... ...... 79
Aufruf-Graph in Reverse-Level-Order . . . . . ... .. ... ... ......... 83
Bounding Box einer Free-Space-Zelle . . . . . ... ... ... ... .. ...... 85
Matrixmultiplikation mit der Methode der VierRussen . . . . . . ... ... ... 92
Aufruf-Graph zur Berechnung einer Erreichbarkeits-Struktur . . . ... ... .. 97
Blockschaltbilder . . . . . ... ... .. .. ... .. 101
GPU-Speicherhierarchie . . . ... ... ... .. ... .. . ... . .. ... ... 102
Globaler Speicher: vereinigte Zugriffe . . ... .. ... ... .. ... ...... 103
logischer Aufbau eines Problems und Zuordnung zur Laufzeit . . . . . ... ... 107
Matrixmultiplikation mit Kacheln . . . . . ... .. ... ... ... ... ..... 109
Speicher-Layouts . . . . . . . . . . . .. 110
Matrixmultiplikation auf CPU- und GPU-Hardware . . . . . .. ... ... .... 114
Entscheidungsalgorithmus fiir einfache Polygone . . . . . . ... ... ... ... 115
Eingabedaten fiir Messungen . . . . . . . . . . .. ... 116
FréchetView Window . . . . . . . . . . . . ... . 121



Tabellenverzeichnis

8.1.

9.1.
9.2.
9.3.

B.2.

Kleine Ubersetzungshilfe: OpenCL nach CUDA . . . . . . .. ... ........ 105
Ergebnisse fiir den k-Fréchet-Abstand. . . . . . . ... ... ... ... ....... 116
Ergebnisse: Algorithmen fiir einfache Polygone . . . . . . ... ... ........ 117
Ergebnisse: Algorithmen fiir Polygonziige . ... ... ............... 118
Path API . . . . . . e 123

Verzeichnis der Listings

2.1.
3.1.
4.1.

6.1.
6.2.
6.3.
6.4.

7.1.

8.1.
8.2.

9.1.

Entscheidungsalgorithmus fiir offene Polygonziige . . . . . . . .. . .. ... .. 24
Entscheidungsalgorithmus fiir einfache Polygone . . . . .. .. ... ... .. 50
Pseudocode: Greedy-Suche mit Intervallbaum . . . . . .. ... ... ... .. 68
Pseudocode zur Matrixmultiplikation . . . . . . . . .. ... ... ... ... . 90
mit Schleifenabbruch . . . . . .. ... oL Lo oL 90
Methode der Vier Russen: Hauptschleife . . . . . . . .. ... ... ... .. .. 92
Methode der Vier Russen: Fiillen einer Lookup-Tabelle . . . .. ... ... .. 93
Beispiel: parallele Berechnung der Free-Space-Intervalle. . . . . . . . ... .. 96
Beispiel: ein einfacher OpenCL-Kernel . . . . . . . .. .. .. ... ...... 105
OpencCL-Kernel zur Multiplikation mit Kacheln . . . . ... .. ... ... ... 109
Beispiel: Ausgaben von FréchetView. . . . . . . . . ... ... ... ...... 116



Verzeichnis der Definitionen und Satze

10

1.1.
1.2.
1.3.
1.4.
1.5.
1.6.

2.1.
2.2
2.3.
2.4.
2.5.
2.6.
2.7.

3.1.
3.2.
3.3.
3.4.
3.5.
3.6.
3.7.
3.8.

4.1.
4.2.
4.3.
4.4.
4.5.

6.1.
6.2.

Definition (Hausdorff-Abstand [13,S.751) . . « « v+ v o v v o e e e e e e e e e 14
Definition (Parametrisierte Kurven) . . . .. . . . . . & . @ i v v v v i i n 14
Definition (Fréchet-Abstand) . . . . . . . . . . . . . @ i i i e 15
Definition (Realisierende Abbildungen [27,S.4]) . . . . . . . ... ... .. .... 16
Definition (Entscheidungsproblem [27,S.41) . . . .. .. ... ... ... ..... 16
Definition (Fréchet-Abstand) . . . . . . . . . . . . @ i i i e 18
Definition (Free-Space zweier Strecken [13,S5.781) . . . . . « v v v v v v v v v .. 19
Lemma ([13,Lemma3]) . « . v v v v v e e e e e e e e e e e e e e e e e e 20
Definition (Free-Space [13,5.78]) « « v v v v v v v e e e e e e e e 20
Lemma ([13,Lemma4]) . . .« v v v v e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e 21
Definition (erreichbarer Bereich) . . . . . . . . . . . . . . . i i i 23
Lemma (Entscheidungsproblem fiir geschlossene Polygonziige [13,Lemma9]) . . 27
Lemma ([13,Lemma 10]) . + + v v v e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e 31
Lemma ([27,Lemma3]) . « v v v v v v e e e e e e e e e e e e e e e e e 36
Lemma ([27, Lemma4]) . . . . o o v o e e e e e e e e e e e e e e e e e e e 38
Lemma ([27,Lemma5]) . « v v v v v v e e e e e e e e e e e e e e e e e e 38
Satz ([27, Proposition 6]) . . . . v . i e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e 39
Definition (Sanduhr [64,5.20]) . . . . . . & . i e e e e e e 40
Lemma ([27, Lemma 11]1) . . . v v v v e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e 42
Lemma ([27, Lemma 12]) . . . & o v v o e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e 43
Lemma ([27, Lemma9]) . . + « v v v v o ot e e e e e e e e e e e e e e e e e 48
Definition (schwacher Fréchet-Abstand) . . . .. .. .. .. ... . .. ... ... 56
Definition (k-Fréchet-Abstand [40,S.2]) . . . . . .« o ¢ i i i i e e e e e e e e 57
Definition (Minimum Common String Partition Problem) . . ... ... ... ... 59
Definition (Fixed Parameter Tractability [53, Def. 2.1.1.,S.15]) . . ... .. .. .. 65
Definition (Neighborhood Complexity) . ... ... ... ... ... ... ..... 65
Definition (Boolesche Algebra) . . . . . . .. .. ... ... . . ... ... ..., 89
Definition (Boolesche Matrixmultiplikation) . .. ... ... ... ... ...... 89



Erster Teil

Theorie







Einleitung

Ahnlichkeit In vielen Anwendungsbereichen méchte man die Ahnlichkeit geometrischer Kurven
beschreiben. Beispiele sind die Erkennung von Handschriften [92], die Analyse und das Erstellen
von Landkarten [2, 3, 4, 16, 34], die Analyse von Fahrzeug-Bewegungsdaten [21, 30], oder der
Laufwege von Sportlern [62] und vieles mehr. In der Biochemie haben wir es mit komplexen
geometrischen Objekten zu tun, z. B. mit gefalteten Proteinmolekiilen [73, 95].

Fiir alle diese Anwendungen ist es wichtig, die Ahnlichkeit zweier Objekte beschreiben zu kénnen.
Zu diesem Zweck wurden geometrische Abstandsmal3e fiir Kurven und Fldchen eingefiihrt. Eine
Ubersicht zu dem Thema bieten Alt und Guibas [14]. Mit einem der wichtigsten Abstandsmal3e
wollen wir uns im Folgenden beschéftigen: dem Fréchet-Abstand und einigen seiner Varianten.

Diese Arbeit In dieser Arbeit stellen wir zwei wichtige Varianten des Fréchet-Abstands vor: den
Fréchet-Abstand fiir Polygonziige [13] und den Fréchet-Abstand fiir einfache Polygone [27]. In
den Kapiteln 1 bis 3 legen wir die theoretischen Grundlagen und beschreiben Algorithmen zur
Berechnung des Fréchet-Abstands.

In Kapitel 4 stellen wir ein sehr junges Konzept vor, den k-Fréchet-Abstand [6]. Wir beschreiben
algorithmische Ansétze und steuern eigene Ergebnisse bei.

Implementierungen Alle beschriebenen Algorithmen wurden praktisch implementiert. Die
Implementierung des Algorithmus fiir einfache Polygone stellt unseres Wissens die erste prakti-
sche Umsetzung dieses Algorithmus dar, ebenso unsere Implementierung der Algorithmen fiir
den k-Fréchet-Abstand.

Im zweiten Teil der Arbeit beschreiben wir unsere Implementierung: welche Konzepte wurden
verwirklicht, welche Herausforderungen gelost. Einen breiten Raum wird dabei die Boolesche
Matrixmultiplikation einnehmen. Wir beschéftigen uns auch mit der Umsetzung der Algorithmen
auf paralleler Hardware und auf GPU-Hardware.

Fréchet-View Im Rahmen dieser Arbeit entstand die PC-Anwendung Fréchet View. Mit dieser
graphischen, interaktiven Oberflache kénnen die Algorithmen getestet und analysiert werden.
Als wichtigstes Werkzeug gibt das Free-Space-Diagramm einen Einblick in die Arbeitsweise der
Algorithmen. Samtliche Free-Space-Diagramme in dieser Arbeit wurden mit Fréchet View erstellt.
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Kapitel 1. Einleitung

1.1. Der Hausdorff-Abstand

Ein lange etabliertes Maf3 zum Vergleich von geometrischen Objekten ist der Hausdorff-Abstand.
Er ist nach Felix Hausdorff! benannt und wurde 1914 eingefiihrt. Wir suchen fiir jeden Punkt
den kleinsten Abstand zur anderen Menge und bilden das Supremum iiber alle Punkte.

Definition 1.1 Hausdorff-Abstand [13, S. 75]

Gegeben sind zwei Mengen von Punkten P, Q c RY. Der Hausdorff-Abstand der beiden Mengen
ist definiert als

8u(P,Q) = max{ 8y(P,Q), §u(Q,P) },

wobei

8u(P,Q) = sup inf ||p—qll.

PEP qeQ

Mit ||p — q|| bezeichnen wir den Abstand zweier Punkte. Die zugrundeliegende Norm ist meist
die Euklidische Norm.

Zwei Mengen haben einen niedrigen Hausdorff-Abstand, wenn es in der ndheren Umgebung
jedes Punktes einen Punkt der anderen Menge gibt. Auf kompakten Mengen bildet der Haus-
dorff-Abstand selbst eine Metrik.

Der Hausdorff-Abstand kann aber die Ahnlichkeit von Kurven nicht immer gut beschreiben. In
Abb. 1.1 zeigen wir zwei Kurven mit einem niedrigen Hausdorff-Abstand. Zu jedem Punkt einer
Kurve gibt in der nahen Umgebung Punkte der zweiten Kurve. Wir wiirden diese Kurven aber
nicht als dhnlich bezeichnen. Der Hausdorff-Abstand ist auf Punktmengen definiert, kann aber
nicht den Verlauf der Kurven beriicksichtigen.

1
[

=

Abbildung 1.1.: Zwei Kurven mit niedrigem Hausdorff-Abstand: zu jedem Punkt l&sst sich ein benachbarter Punkt auf
der anderen Kurve finden. Aber wir wiirden diese Kurven nicht als dhnlich bezeichnen.

—/

AL
.

i

1.2. Parametrisierte Kurven
Um den Verlauf von Kurven zu beschreiben, fiihren wir zunéchst Parametrisierungen ein.

Definition 1.2 Parametrisierte Kurven

Gegeben ist ein Wertebereich A C R* mit k = 1,2, ... Eine parametrisierte Kurve ist eine
stetige Abbildung
P: A— R?

mit d > k.

LFelix Hausdorff, 1868-1942, ein Begriinder von Topologie und Mengenlehre.
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1.3. Der Fréchet-Abstand

Fiir eindimensionale Wertebereiche, z.B. A = [0, 1], beschreiben wir damit eine Kurve. Legen
wir einen Kreis zugrunde, ist die Kurve geschlossen.

Zweidimensionale Wertebereiche, z.B. A = [0, 1]?, beschreiben Flichen.

Das Ziel der Abbildung liegt oft in R2, d.h. wir betrachten Kurven oder Flichen in der Ebene.
Aber auch Einbettungen von Flidchen in R® und R* sind denkbar.

1.3. Der Fréchet-Abstand

Der Fréchet-Abstand wurde von Maurice Fréchet?2 1906 vorgestellt und spiter verallgemeinert
[58, 59]. Wir vergleichen zwei parametrisierte Kurven. Um von den zugrundeliegenden Para-
metrisierungen unabhingig zu werden, fithren wir Reparametrisierungen ein.

Der Fréchet-Abstand versucht, iber alle moglichen Reparametrisierungen den maximalen Abstand
der Kurven zu minimieren.

Definition 1.3 Fréchet-Abstand

Gegeben sind zwei parametrisierte Kurven P: A — R? und Q: B — RY. Der Fréchet-Abstand

6p(P,Q) = inf sup I P(a(s)) = Q(z(0)) |l

0T teB

ist das Infimum iiber alle orientierungs-erhaltende Homéomorphismeno: A — Aundt: B — B.

|| - || ist wiederum die zugrundeliegenede Norm, meist die Euklidische Norm. Andere Normen,
z.B. L1 oder L., wurden auch erforscht [19, 33], sind aber nicht Gegenstand dieser Arbeit.

Von den Reparametrisierungen o, T verlangen wir, dass sie Homoomorphismen sind. Sie sollen
stetig und bijektiv sein, ihre Umkehrungen sind ebenfalls stetig. Wir verlangen ebenso, dass sie
die Orientierung der Kurven beibehalten. Eine Definition auf der Grundlage von orientierungs-
umkehrenden Homéomorphismen ist moglich, soll hier aber nicht stattfinden.

Zunachst erscheint die Definition schwer fassbar, da wir das Infimum {iber unendlich viele Repara-
metrisierungen bilden miissen. Fiir eindimensionale Wertebereiche (also fiir Kurven) kénnen wir
aber die Reparametrisierungen gut charakterisieren: die Homéomorphismen sind streng mono-
tone Funktionen. In Kapitel 2 werden wir Algorithmen kennenlernen, die sich diese Eigenschaft
zunutze machen, um den Fréchet-Abstand fiir Kurven zu berechnen.

Auf Flachen sind die Homéomorphismen schwieriger zu charakterisieren. Dieses Schwierigkeit
wird uns in Kapitel 3 beschéftigen. Da die Berechnung des Fréchet-Abstands bereits fiir Flachen
sehr schwierig ist, betrachten wir keine hoherdimensionalen Wertebereiche.

Befinden sich die Kurven in R!, also auf einer Geraden, vereinfacht sich die Berechnung des
Fréchet-Abstands. Fiir diesen Fall sind sehr effiziente Algorithmen bekannt [37]. Im Folgenden,
und auch in unserer Implementierung Fréchet View, bewegen wir uns jedoch immer in R?.

1.3.1. Mann und Hund

Die Variablen s und t der Reparametrisierungen kénnen wir als Zeitvariablen interpretieren. Dies
inspiriert ein anschauliches Bild fiir den Fréchet-Abstand (Abb. 1.2).

2Maurice René Fréchet, 1878-1973
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Kapitel 1. Einleitung

Ein Mann fiihrt seinen Hund an der Leine. Der Mann bewegt sich auf einer Kurve, der Hund
folgt der anderen Kurve. Beide konnen sich mit wechselnden Geschwindigkeiten bewegen, aber
immer nur vorwarts (wegen der Monotonie der Reparametrisierungen).

Die Frage ist nun: wie lange muss die Leine mindestens sein? Der Fréchet-Abstand &F ist die
minimale Lénge der Leine, so dass Mann und Hund beide Kurven abschreiten kénnen.

Abbildung 1.2.: Mann und Hund

1.4. Das Entscheidungsproblem

Oft miissen wir fiir eine Anwendung den Fréchet-Abstand nicht genau berechnen, sondern nur
nach oben abschitzen. Das Entscheidungsproblem fragt fiir ein vorgegebenes €, ob

6F(P, Q) < e ?

Ubertragen auf unser Bild: wir haben eine Leine mit Linge ¢. Ist die Leine ausreichend lang,
damit Mann und Hund beide Kurven abschreiten konnen?

Wir formulieren das Entscheidungsproblem zunichst etwas formaler, weil wir diese Definition
spater noch benotigen werden.

Definition 1.4 Realisierende Abbildungen [27,s. 4]
Wir bezeichnen zwei Abbildungen 0 : B — Aund t : A — B als e-realisierende Abbildungen,
wenn

sup [|[P(a(s)) - Q(z())]| = €.

SEA,tEB

Mit diesem Begriff konnen wir das Entscheidungsproblem etwas umformulieren:

Definition 1.5 Entscheidungsproblem [27,s. 4]
Es ist genau dann 6r(P, Q) < €, wenn fiir alle £’ > ¢ ein Paar von ¢’-realisierenden Homéomor-
phismen existiert.

1.5. Das Optimierungsproblem

Die Berechnung des tatsiachlichen Werts 6z(P, Q) nennen wir das Optimierungsproblem, oder
Berechnungsproblem.

Damit 6¢(P, Q) = ¢ ist, miissen nicht unbedingt e-realisierende Homéomorphismen existieren. Es
reicht eine Folge ¢;-realisierenden Homdomorphismen, die gegen ¢ konvergiert, d. h. lim ¢ = €.

1—00

Eine solche Folge nennen wir ebenfalls e-realisierend.
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1.6. Polygonziige

Beim Entwurf unserer Algorithmen werden wir sehen, dass wir das Optimierungsproblem durch
eine wiederholte Losung des Entscheidungsproblems losen konnen. Die Losung des Entschei-
dungsproblems wird somit der wichtigste Baustein unserer Algorithmen.

1.6. Polygonziige

Wir haben den Fréchet-Abstand bisher fiir beliebige parametrisierte Kurven definiert. Praktikable
Algorithmen sind aber nur fiir stiickweise lineare Kurven und Flachen bekannt, d. h. fiir Polygon-
zlige und fiir Polygone. Wir werden daher in dieser Arbeit immer Polygonziige betrachten. Ein
Polygonzug mit n Eckpunkten kann mit einer stiickweise linearen Abbildung P: [0,1] — R?
parametrisiert werden. Wir konnen dies auch dadurch rechtfertigen, dass sich empirische Daten
meist durch Polygonziige anndhern lassen, oder ohnehin nur mit begrenzter Genauigkeit erfasst
werden konnen.

Rote [89] hat sich mit dem Fréchet-Abstand fiir algebraische (nicht-lineare) Kurven beschaf-
tigt. Filir diskrete Wertebereiche erdffnet sich mit dem diskreten Fréchet-Abstand ein weites
Forschungsfeld, das wir aber nicht betreten werden.

1.7. Eigenschaften des Fréchet-Abstands

Der Fréchet-Abstand & ist symmetrisch beziiglich der Eingabekurven P und Q und er ist invariant
fiir alle orientierungs-erhaltenden Homéomorphismen. Die Dreiecksungleichung gilt [57, S. 145].
Der Fréchet-Abstand bildet somit, genau wie der Hausdorff-Abstand, eine Metrik. Wir betrachten
zwei Kurven als dquivalent, wenn §z(P, Q) = 0 ist. Diese Kurven haben die gleiche Form und
unterscheiden sich nur in ihrer Parametrisierung.

Nicht alle Varianten des Fréchet-Abstand bilden eine Metrik, z. B. ist dies fiir den schwachen
Fréchet-Abstand (den wir spéter kennenlernen werden) nicht der Fall.

Die Unabhéngigkeit von den zugrundeliegenden Parametrisierungen erlaubt uns beim Entwurf
der Algorithmen einige Freiheiten. Wir konnen die Parametrisierungen so wihlen, dass sie fiir
den Algorithmus giinstig sind. Fiir Polygonziige mit n Eckpunkten bietet sich der Wertebereich
A = [0, n] an, mit stiickweise linearen Parametrisierungen. Auch in Kapitel 3.1 werden wir die
zugrundeliegenden Parametrisierungen vereinfachen.

1.8. Alternative Definitionen

Definition 1.3 wurde moglichst allgemein formuliert. In der Literatur finden sich, je nach Pro-
blemstellung, oft speziellere Definitionen des Fréchet-Abstands.

Wenn die Wertebereich A, B kompakt sind, so nehmen die ¢-realisierenden Abbildungen ihr
Supremum tatsdchlich an. Wir kénnen in diesem Fall in Definition 1.3 das Supremum ,,sup*
durch das Maximum , max“ ersetzen.

Alt und Godau [13] sind etwas weniger streng bei der Definition des Fréchet-Abstands. Sie ver-
langen von den Reparametrisierung keine strenge Monotonie, sondern nur schwache Monotonie.
Auf die Berechnung des Fréchet-Abstands fiir Polygonziige in Kapitel 2 hat dies aber keinen Ein-
fluss: eine (schwach) monotone Abbildung kann immer durch eine Folge von (streng monotonen)
Homoéomorphismen angenéhert werden, sodass die Definitionen gleichwertig sind. In Definiti-
on 1.3 haben wir uns hingegen fiir die etwas striktere Formulierung mit Homéomorphismen
entschieden, um in Kapitel 3 darauf aufzubauen.
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Kapitel 1. Einleitung

Fiir den naheliegenden Fall, dass die Wertebereiche A und B homdomorph sind, kann man die
beiden Reparametrisierungen durch eine einzige ersetzen. Man findet in der Literatur daher sehr
héufig die folgende Definition:

Definition 1.6 Fréchet-Abstand

6p(P,Q) = inf sup || P(t) — Q(o(1)) |l

o teA

iiber alle orientierungs-erhaltenden Homéomorphismen o: A — B.

1.9. Varianten des Fréchet-Abstands

Im Laufe der Zeit wurden zahlreiche Varianten des Fréchet-Abstands fiir ganz unterschiedliche
Anwendungsbereiche erforscht. Den schwachen Fréchet-Abstand und den k-Fréchet-Abstand
werden wir in Kapitel 4 ausfiihrlich behandeln. Wir stellen — ohne Anspruch auf Vollstédndigkeit —
einige weitere kurz vor.

Diskreter Fréchet-Abstand Wenn wir diskrete Wertebereiche zugrunde legen, konnen wir den
diskreten Fréchet-Abstand definieren. Der diskrete Fréchet-Abstand ist ein gut erforschtes Kon-
zept mit Anwendungen z.B. bei der Analyse von Proteinmolekiilen [73]. Er lasst sich auch
algorithmisch sehr gut beherrschen [1, 5, 24, 32, 56]. Eine gute Ubersicht iiber Algorithmen
zum diskreten Fréchet-Abstand kann man sich bei Driemel [54] verschaffen.

Fiir Polygonziige mit bestimmten Eigenschaften wird die Berechnung des Fréchet-Abstands ein-
facher. Fiir c-packed [23] oder c-straight Kurven sind effiziente Ndherungsalgorithmen bekannt
[55]. Der Fréchet-Abstand fiir c-bounded Kurven lasst sich z. B. durch den Hausdorff-Abstand
anndhern [17].

Der geodesische Fréchet-Abstand beriicksichtigt die Einbettung von Flichen im Raum [44, 45,
46]. Mann und Hund bewegen sich in einem unebenem Geldnde, die Hundeleine muss den
Bodenerhebungen folgen.

Der homotopische [42, 67] und isotopische [36] Fréchet-Abstand beriicksichtigt Hindernisse: die
Hundeleine muss um einen Baum herumgefiihrt werden. Der isotopische Fréchet-Abstand hilft
beim Berechnen von Ubergéingen zwischen Kurven (,,Morphing®) [42].

Der richtungs-basierte Fréchet-Abstand [50] ist unabhédngig von der Lage und Grof3e der Kurven.
Er betrachtet nicht Folgen von Punkten, sondern die Richtungswechsel der Polygonsegmente.

1.10. Vorverarbeitung

Der Fréchet-Abstand zweier Kurven hdngt offenbar von der relativen Lage der Kurven zueinander
ab. Je nach Anwendungsfall (z. B. bei der Handschrifterkennung) kann es notwendig sein, die
Kurven durch Verschieben, Drehen oder Skalieren zunéchst in eine giinstige Position zu bringen,
die den Fréchet-Abstand minimiert. Mit solchen Fragen werden wir uns in dieser Arbeit aber
nicht beschéftigen. Wir setzen immer voraus, dass die Eingabedaten bereits in geeigneter Form
vorliegen.

Bei Polygonziigen mit sehr vielen Punkten kann es notig sein, die Datenmenge zu reduzieren.
Driemel et al. [55] beschiftigen sich damit, wie man Polygonziige so vereinfachen kann, dass
die Berechnung des Fréchet-Abstands auch fiir grol3e Eingabedaten l6sbar bleibt.
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2

Der Fréchet-Abstand fiir Polygonziige

Wir werden uns in diesem Kapitel auf Polygonziige in der Ebene konzentrieren, d. h. auf stiick-
weise lineare Kurven. Fiir die meisten praktischen Anwendungen — wie z. B. die Analyse von
Handschriften, oder von Wegen in Landkarten — kann man annehmen, dass sich Kurven durch
Polygonziige anndhern lassen.

Polygonziige FEin Polygonzug P : [0,n] — R? ist definiert durch ein Folge von Punkten
P1,D2, ..., Pn mit p; € R? und den Strecken zwischen diesen Punkten p;pi;1. Im Folgenden
betrachten wir immer ein Paar von Polygonziigen P und Q und bezeichnen die Anzahl der
Punkte in P mit n und die Anzahl der Punkte in Q mit m. Geschlossene Polygonziige mit p; = p,
oder g1 = g, behandeln wir in Kapitel 2.6.

1995 stellten Alt und Godau [13] einen Algorithmus zur Berechnung des Fréchet-Abstands fiir
Polygonziige vor. Diese Arbeit war der Anfang der weiteren Forschung zum Fréchet-Abstand.
Seitdem wurden und werden zahlreiche Varianten des Fréchet-Abstands erforscht und Algo-
rithmen entwickelt (siehe z.B. Kapitel 1.9). Alt und Godau [13] fiihrten auch ein wichtiges
Werkzeug ein, namlich das Free-Space-Diagramm. Alle hier vorgestellten Algorithmen bauen auf
dem Free-Space-Diagramm auf. In unserem Programm Fréchet View nimmt das Free-Space-Dia-
gramm einen prominenten Platz ein.

In diesem Kapitel stellen wir nun die Algorithmen von Alt und Godau [13] fiir offene und
geschlossene Polygonziige vor.

2.1. Das Free-Space-Diagramm

Die Schwierigkeit bei der Berechnung des Fréchet-Abstands besteht darin, dass wir ein Minimum
tiber alle Paare von Reparametrisierungen finden miissen. Die Grundidee des Free-Space-Dia-
gramms ist nun, die Wertebereiche der Reparametrisierungen in eine zweidimensionale Struktur
zu iibertragen.

Im ersten Schritt definieren wir den Free-Space fiir zwei Strecken P, Q : [0, 1] — R2.

Definition 2.1 Free-Space zweier Strecken [13,S.78]

Der Free-Space zweier Strecken besteht aus allen Punktepaaren, deren Abstand kleiner oder
gleich ¢ ist:

Fe(P,Q) = {(s,t) € [0, 1]* | [IP(s) = Q(O)I| < €} .
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Kapitel 2. Der Fréchet-Abstand fir Polygonziige

Abbildung 2.1.: Free-Space fiir zwei Strecken

Wir stellen zunéchst fest:

Lemma 2.2 [13, Lemma 3]

Der Free-Space fiir zwei Strecken ist konvex und er besteht aus dem Schnitt einer Ellipse mit
dem Einheitsquadrat (siehe Abb. 2.1).

Beweis. Seien P/,Q’ : R — R? die Erweiterungen (als Linien) von P und Q auf R. Weiter
sei die Abbildung f : R?2 — R2? definiert durch f(s,t) = P’(s) — Q’(t). Da P’ und Q’ affine
Abbildungen sind, ist auch f eine affine Abbildung. Wir kénnen F, als Urbild dieser Abbildung
charakterisieren:

Fe = f71(De) N[0, 117,

wobei D, = {p | ||p|| < €} alle Punkte mit Abstand kleiner oder gleich ¢ beschreibt. D, bildet
also einen Kreis. Das Bild eines Kreises unter einer affinen Abbildung ist eine Ellipse.

Fiir den Fall, dass P und Q parallele Segmente bilden, ,degeneriert“ der Free-Space zu einer
Flache zwischen zwei Parallelen. m]

Im néchsten Schritt erweitern wir den Free-Space auf Polygonziige:

Definition 2.3 Free-Space [13,S.78]
Der Free-Space fiir Polygonziige P, Q ist

Fe(P,Q) = {(s,t) € [0,n] x [0,m] | [|P(s) - Q(D)]| < €} .

Fiir Polygonziige wird damit ein Gitter aus n X m Zellen aufgespannt (siehe Abb. 2.2). Je ein Paar
von Strecken bildet eine Zelle des Free-Space-Diagramms. Jede Zelle enthélt, wenn sie nicht leer
ist, eine angeschnittene Ellipse.

Wie wir weiter oben festgestellt haben, ist der Fréchet-Abstand invariant beziiglich der Para-
metrisierung der Kurven. Wir konnen daher eine fiir unsere Zwecke gilinstigste Parametrisierung
waébhlen. In der Definition des Free-Space, und auch in der Implementierung von Fréchet View
legen wir fiir Polygonziige immer die Wertebereiche [0, n] und [0, m] zugrunde. Die Zellen des
Free-Space sind Einheitsquadrate.

Graphische Darstellung Fiir die graphische Darstellung der Free-Space-Diagramme passen wir
die Zellen hingegen an die Liange der Polygonsegmente an. Diese Darstellung ist etwas anschau-
licher und wird auch in der Literatur meist so verwendet. Auf unsere Algorithmen hat diese Art
der Darstellung aber keinen Einfluss.
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2.1. Das Free-Space-Diagramm

Abbildung 2.2.: Beispiel: zwei Polygonziige und ein zugehoriges Free-Space-Diagramm

Mit Hilfe des Free-Space-Diagramms konnen wir nun das Entscheidungsproblem fiir offene
Polygonziige 16sen:

Lemma 2.4 [13, Lemma 4]

Fiir zwei Polygonziige P, Q ist genau dann §(P, Q) < &, wenn im zugehdrigen Free-Space-Dia-
gramm F, ein stetiger, monotoner Pfad von (0, 0) nach (n, m) existiert.
Wir bezeichnen einen solchen Pfad als giiltigen Pfad (feasible path, siehe Abb. 2.3).

Beweis. Sei f : [0,1] — [0,n] X [0, m] ein giiltiger Pfad im Free-Space-Diagramm. Indem
wir f auf die beiden Wertebereiche projizieren, konnen wir jeweils zwei Reparametrisierungen
0:[0,1] » [0,n] und T : [0,1] — [0, m] ableiten.

Da f in beiden Koordinaten monoton ist, sind auch o, monoton. Fiir alle s,t € [0, 1] ist
[|P(c(s)) — Q(t(t))|| < &, d.h. o, T sind e-realisierende Abbildungen. Wir kénnen ¢ und t
jeweils durch eine Folge von e-realisierenden Homoomorphismen annéhern, die Definition 1.5
geniigen.

Ist andererseits 6z(P, Q) < &, so gibt es zwei Reparametrisierungen o, T, aus denen wir einen
giiltigen Pfad f konstruieren konnen. O

e

Abbildung 2.3.: Ein giiltiger Pfad im Free-Space-Diagramm

Bemerkung Alt und Godau [13] definieren den Fréchet-Abstand geringfiigig anders. Sie lassen
bereits in der Definition (schwach) monotone Reparametrisierungen zu, wihrend wir auf Homéo-
morphismen bestehen. Dies dndert aber wenig an unserer Darstellung, au3er dass wir den oben
stehenden Beweis etwas anders fiihren miissen.
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Kapitel 2. Der Fréchet-Abstand fir Polygonziige

Wihrend wir von Reparametrisierungen verlangen, dass sie streng monoton sind, diirfen giiltige
Pfade auch horizontale und vertikale Abschnitte enthalten.

Mit dem schwachen Fréchet-Abstand werden wir in Kapitel 4.1 eine Variante des Fréchet-
Abstands kennenlernen, welche auch nicht-monotone (aber surjektive) giiltige Pfade zulasst.

2.2. Free-Space-Intervalle

Wie konnen wir nun einen solchen giiltigen Pfad finden? Wir konstruieren ihn Zelle fiir Zelle im
Free-Space-Diagramm. Da der Inhalt einer Free-Space-Zelle konvex ist, miissen wir auch nicht
denn genauen Verlauf einer Ellipse innerhalb einer Free-Space-Zelle nachvollziehen. Es reicht
zu wissen, an welchem Punkt die Zelle betreten und verlassen wird. Uns interessiert daher nur
die Schnittmenge des Free-Space-Diagramms mit den Rédndern der Zellen.

Fiir jede Zelle C;; des Free-Space-Diagramm mit i € {1,...,n} und j € {1,...,m} bezeichnen
wir den linken Rand mit L;; und den unteren Rand mit B;;. Der rechte Rand ist zugleich der linke
Rand L;;1; der benachbarten Zelle. Entsprechend ist B; ;1 der obere Rand.

Nun konnen wir die Free-Space-Intervalle definieren als

Lg.:LijﬂFg und BZ:BUmFg.

F
BYij+1 d
Cij+1 ij+1
bit1;
by
LY
' Fen Gy it
ajj
| di+1,j

G pr by
y

Abbildung 2.4.: Free-Space-Intervalle und ihre geometrische Konstruktion

Aufgrund der Konvexitét des Inhalts einer Zelle sind Lg und Bg. immer zusammenhangend. Wir
stellen sie deshalb als Intervalle der Form ij = [ajj, bj], bzw. Bf; = [cyj, d;j] dar. Wir bezeichnen
sie als Free-Space-Intervalle.

Die Free-Space-Intervalle [a;;, b;;] und [c;j, d;j] enthalten alle Informationen, mit denen wir das

Entscheidungsproblem 16sen kénnen. Wir kénnen sie folgendermafen aus den Eingabedaten
berechnen: a;; und b;; ergeben sich, indem wir einen Kreis um den Punkt P; mit Radius £ mit

der Strecke Q;Q;41 schneiden. Entsprechend konnen wir c;; und d;; berechnen, indem wir einen
Kreis um den Punkt Q; mit Radius £ mit der Strecke P;P;;; schneiden.

Die Berechnung dieser Intervalle bildet die Grundlage aller Algorithmen, die wir im Folgenden
beschreiben werden.
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2.3. Erreichbare Intervalle

2.3. Erreichbare Intervalle

Bei der Konstruktion eines giiltigen Pfads miissen wir auch beachten, dass der giiltige Pfad mo-
noton verlauft. Wir definieren den erreichbaren Bereich des Free-Space als diejenigen Punkte,
die mit einem monoten Pfad vom Startpunkt (0, 0) aus erreichbar sind.

Definition 2.5 erreichbarer Bereich

Der erreichbare Bereich R, sind diejenigen Punkte des Free-Space, fiir die ein monotoner Pfad
vom Punkt (0, 0) existiert. Die erreichbaren Intervalle sind die Schnittmengen mit den Rdndern
der Zellen:

Ly = LyjNR.  und  Bj = ByjNRe.

Das Entscheidungsproblem §z(P, Q) < ¢ ist losbar, wenn der Punkt (n, m) erreichbar ist, also

wenn (n,m) € LS +1.m- Auch ist leicht zu sehen, dass Lg. und Bﬁ wieder Strecken sind, und dass

R F R F
Lij C Ll.j und Bl.j C Bl.j.

Um einen giiltigen Pfad zu konstruieren, miissen wir wiederum nicht die genaue Form des
erreichbaren Bereichs kennen. Wir miissen lediglich sicherstellen, dass der Austrittspunkt einer
Zelle (in beiden Koordinaten) groRer oder gleich dem Eintrittspunkt ist. Wenn wir die Intervalle
kennen, konnen wir damit leicht (in O(1)) die angrenzenden erreichbaren

ermitteln (siehe Beispiel in Abb. 2.5).

B
y

R pR [F F
Lij> Bijs Ly jund By sy

R R
Intervalle L i1 und Bi’j »

N

o

Abbildung 2.5.: Erreichbare Intervalle (oben) und erreichbarer Bereich (gelb) im Free-Space-Diagramm
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Kapitel 2. Der Fréchet-Abstand fir Polygonziige

2.4. Algorithmus fiir offene Polygonziige

Schlief3lich konnen wir in Listing 2.1 einen Algorithmus formulieren [13, Algorithm 1]. Wir
berechnen die erreichbaren Intervalle und 16sen damit das Entscheidungsproblem fiir offene
Polygonziige.

for i={1,...,n}, j={1,...,m}
berechne die Freespace-Intervalle Lg. und Bg.

if 0¢ LY,

return false
R ._7F

L}i1 = Llﬁl

By, =B,

for i={2,...,n} // unterer Rand des Free—Space
ermittle Bfl aus Bf_l , und Bf 1

for j={2,...,m} // linker Rand des Free—Space
ermittle Lf’j aus Lf,j_l und Lij

for ie{1,...,n} // innere Zellen

for je{l,...,m}
. R R
ermittle L i1 und Bi,j 1

R pR ~{F F
aus Ll.j, Bl.j, Li+1’j und Bi7j+1

R

return (n,m) € L- ,

Listing 2.1: Entscheidungsalgorithmus fiir offene Polygonziige

2.4.1. Laufzeitanalyse

Als Modell fiir unsere Komplexititsanalysen verwenden wir eine RAM-Maschine mit rationalen
Zahlen. Wir nehmen an, dass die vier Grundrechenarten in konstanter Zeit ausgefiihrt werden
koénnen. Zur Berechnung der Free-Space-Intervalle miissen wir quadratische Gleichungen 16-
sen. Wir nehmen an, dass der Aufwand zum Berechnen von Wurzeln linear zur Anzahl der
Nachkommastellen ist. Bei begrenzter Genauigkeit ist er also ebenfalls konstant.

Alle Intervallberechnungen kénnen somit in O(1) durchgefiihrt werden. Wir haben zwei ver-
schachtelte Schleifen mit n und m Iterationen. Der obenstehende Algorithmus kann damit das
Entscheidungsproblem in O(nm) Schritten 16sen.

2.5. Das Optimierungsproblem

Wie kénnen wir nun den tatséchlichen Wert von 8¢(P, Q) berechnen? Wir suchen das kleinste &,
welches einen giiltigen Pfad im Free-Space-Diagramm ermoglicht.

Wenn wir das Free-Space-Diagramm (z. B. mit unserem Programm Fréchet View) beobachten,
stellen wir fest, dass der Free-Space mit wachsendem ¢ auch wichst. Wir suchen zunéchst dieje-
nigen Werte von ¢, an denen sich die Struktur des Free-Space-Diagramms so dndert, dass neue
Pfade entstehen konnen.
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2.5. Das Optimierungsproblem

2.5.1. Kritische Werte

Wir unterscheiden die folgenden kritischen Werte von ¢:
(a) Das Kkleinste ¢, sodass (0, 0) € F, oder (n, m) € F,.
(b) Das kleinste ¢, fiir welches Lf - oder Bf - nicht leer sind.
Damit 6ffnet sich ein neuer Weg zwischen benachbarten Zellen.
(c) Das kleinste £ mit a;; = by; oder ¢;; = dy fiir irgendein i, j, k.
Ein neuer horizontaler oder vertikaler Weg 6ffnet sich im Free-Space-Diagramm (siehe

Abb. 2.6a).
.‘:11J bkj
(a) eine neue Passage offnet sich im Free-Space-Diagramm (b) geometrische Konstruktion

Abbildung 2.6.: Kritischer Wert vom Typ (c)

Diese kritischen Werte lassen sich folgendermafen geometrisch interpretieren:

Die kritischen Werte vom Typ (a) entsprechen den Abstédnden der Endpunkte der Polygonziige.
Es gibt somit zwei kritische Werte vom Typ (a).

Die kritischen Werte vom Typ (b) entsprechen der Entfernung eines Punktes P; zu einer Strecke
Q;Qj+1 der anderen Kurve. Es gibt 2nm kritische Werte vom Typ (b).

Ein kritischer Wert vom Typ (c) entspricht dem gemeinsamen Abstand zweier Punkte P; und
Py zu einem Punkt auf Q. Zwei Punkte besitzen den gleichen Abstand, wenn ihr Bisektor eine
Strecke Q;Qj11 schneidet (Abb. 2.6b). Dies priifen wir fiir jedes Paar von Punkten eines Polygon-
zugs und fiir jede Strecke des anderen Polygonzugs. Es gibt damit bis zu n?m + nm? kritische
Werte dieses Typs.

Insgesamt erhalten wir bis zu 2 + 2nm + n?m + m?n = O(n?m + nm?) kritische Werte. Da sie
die kleinsten Werte sind, fiir die sich die Struktur des Free-Space-Diagramms dndert, ist einer
dieser kritischen Werte gleich dem Fréchet-Abstand 8¢(P, Q).

2.5.2. Binarsuche

Wir kénnen den Fréchet-Abstand berechnen, indem wir eine Bindrsuche auf den kritischen
Werten durchfiihren. Dazu muss die Liste der kritischen Werte zunéchst sortiert werden. In
jedem Schritt der Bindrsuche wéhlen wir einen Wert ¢; aus der Mitte der Liste. Wir losen das
Entscheidungsproblem 8¢(P, Q) < ¢; und entscheiden, ob wir in der unteren oder oberen Halfte
der Liste weitersuchen. Zuletzt erhalten wir das Ergebnis §¢(P, Q).
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Kapitel 2. Der Fréchet-Abstand fir Polygonziige

Laufzeitanalyse

Die Kosten fiir das Sortieren der Liste betragen
o((n*m + nm?) - log(n®m + nm?)) = O((n®>m + nm?)lognm) .

Wir fiihren hochstens O(log nm) Schritte der Binédrsuche durch. In jedem Schritt 16sen wir das
Entscheidungsproblem in O(nm). Die Gesamtlaufzeit zur Berechnung des Fréchet-Abstand wird
somit durch das Sortieren der kritischen Werte dominiert.

2.5.3. Parametrische Suche

Eine weitere Strategie zum Losen des Optimierungsproblems liefert die Parametrische Suche
von Megiddo [79]. Alt und Godau [13] fiihren weiter aus, dass die Parametrische Suche fiir
die kritischen Werte auf einen Sortieralgorithmus zuriickgefiihrt werden kann und damit eine
Technik von Cole [43] anwendbar ist.

Wir wollen hier nicht weiter auf die Parametrische Suche eingehen; diese Techniken sind auch
schwierig zu implementieren. Es ist also fraglich, ob man damit den theoretischen Vorteil tat-
sichlich zur Geltung bringen kann. Alt und Godau [13] zeigen, dass der Fréchet-Abstand fiir
Polygonziige mit Hilfe der Parametrischen Suche in

O(nm log nm)

berechnet werden kann.

Buchin et al. [35] zeigen einen anderen Ansatz zur Losung des Optimierungsproblems, welcher
die Methode der ,Vier Russen“ verwendet. Sie erreichen damit eine Laufzeit von O(n?(log log n)?).
Wir werden die Methode der Vier Russen, allerdings in einem anderen Zusammenhang, in Kapi-
tel 6.3 vorstellen.

2.5.4. Naherungsweise Berechnung

Wir geben hier noch einen Naherungsalgorithmus an, der auf einer einfachen Intervallschach-
telung beruht. Aus den Eingabedaten konnen wir eine Obergrenze &, fiir §r(P, Q) ableiten,
indem wir das umschreibende Rechteck (die Bounding Box) beider Polygonziige ermitteln. Die
Diagonale der Bounding Box ist der grol3tmogliche Abstand zweier Punkte und bildet damit eine
Obergrenze fiir den Fréchet-Abstand. Eine bessere Obergrenze €, erhélt man, indem man das
Maximum aller paarweisen Abstinde ||P; - Q;|| berechnet. Der Aufwand halt sich mit O(nm) im
Rahmen.

Wir starten mit dem Intervall [0, £,,4,] und halbieren das Intervall in jedem Schritt. Ahnlich wie
bei der Binérsuche l6sen wir in jedem Schritt das Entscheidungsproblem und entscheiden, ob
wir in der oberen oder unteren Halfte weitersuchen. Dies konnen wir solange durchfiihren, bis
eine vorgegebene Genauigkeit § erreicht ist. Wir benétigen log S’“T‘”‘ Schritte, die Gesamtlaufzeit
betrégt somit O(nm log ).

Wir sparen uns hierbei die Berechnung der kritischen Werte, die einen betréchtlichen Aufwand
bedeuten kann, wie wir gesehen haben. In Kapitel 5.7.1 werden wir die Idee wieder aufgreifen,
um Rundungsfehler in der Implementierung aufzuspiiren.
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2.6. Geschlossene Polygonziige

2.6. Geschlossene Polygonziige

Sind einer oder beide Polygonziige P und Q geschlossen, so wird das Entscheidungsproblem etwas
schwieriger. Mann und Hund kénnen ihren Startpunkt frei wihlen. Es reicht nun nicht mehr,
einen giiltigen Pfad von (0, 0) aus zu suchen; der giiltige Pfad kann an jedem anderen Punkt der
Kurve beginnen. Wir modellieren das Free-Space-Diagramm fiir geschlossene Polygonziige als
doppeltes Free-Space-Diagramm: die rechte Halfte ist eine identische Kopie des einfachen Free-
Space-Diagramms (Abb. 2.7a). Man kann sich auch vorstellen, den rechten Rand des Free-Space-
Diagramm an den linken Rand zu kleben, um damit ein zylinderférmiges Free-Space-Diagramm
herzustellen (Abb. 2.7b).

Lemma 2.6 Entscheidungsproblem fiir geschlossene Polygonziige [13, Lemma 9]

Das Entscheidungsproblem fiir geschlossene Polygonziige ist genau dann losbar, wenn es ein
t € [0,n] gibt und einen monotonen Pfad von (t, 0) nach (t + n, m) im doppelten Free-Space-
Diagramm.

0 (t0) n 2n

(a) doppeltes Free-Space-Diagramm

vV

/

(b) einfaches Free-Space-Diagramm mit ,,Wrap-Around*

Abbildung 2.7.: Free-Space-Diagramm fiir geschlossene Polygonziige: unterschiedliche Darstellungen
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2.7. Die Erreichbarkeits-Struktur

Um das Entscheidungsproblem fiir geschlossene Polygonziige effizient zu 16sen, miissen wir die
erreichbaren Intervalle anders aufbereiten. Wir fithren hierzu eine Datenstruktur, die Erreich-
barkeits-Struktur ein. Wenn sie fertig erstellt ist, konnen wir fiir jedes Intervall in O(1) priifen,
ob ein giiltiger Pfad zum oberen Rand des Free-Space existiert.

Die Rénder des Free-Space teilen wir in Intervalle ein, wobei wir fiir den rechten und linken
Rand jeweils die gleiche Unterteilung wéhlen, ebenso fiir den unteren und oberen Rand. Im
Folgenden bezeichnen wir die Rédnder des Free-Space-Diagramms mit L fiir den linken Rand und
R fiir rechten Rand. Entsprechend B und T fiir den unteren und oberen Rand. Jedem Intervall
I C L U B weisen wir eine von drei Eigenschaften — eine Markierung — zu:

n (“nicht passierbar®) fiir keinen Punkt in I gibt es einen monotonen Pfad in F, nach RUT.
r (“passierbar®) fiir je zwei Punkte aus I sind die gleichen Punkte in R U T erreichbar.
s (“see-through®) die horizontale (bzw. vertikale) Verbindungslinie zum gegeniiberlie-

genden Rand verlduft vollstandig in F,.

Abbildung 2.8.: Erreichbarkeits-Struktur: die drei Intervalltypen sind farblich markiert. [- und h-Zeiger markieren
den erreichbaren Bereich und sind nur fiir einige Intervalle eingezeichnet. In der Gegenrichtung, von
rechts und oben nach links und unten, verlaufen ebenfalls Zeiger.

Jedes passierbare r-Intervall I erhélt einen Verweis auf den von I erreichbaren Bereichin RUT.
Die Zeiger [(I) und h(I) verweisen auf das erste und letzte Intervall in R U T, das von I aus
erreichbar ist. Die [- und h-Zeiger sind dabei immer gegen den Uhrzeigersinn orientiert, d. h.
zeigen beide auf den rechten Rand R, so ist h(I) > [(I). Verweisen die Zeiger jedoch auf den
oberen Rand T, so ist h(I) < I(I).
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2.7. Die Erreichbarkeits-Struktur

Fiir see-through s-Intervalle in L verweist der [-Zeiger auf das direkt gegeniiberliegende Intervall
in R. Fiir s-Intervalle in B verweist der h-Zeiger auf das direkt gegeniiberliegende Intervall in T.
Die Speicherung dieser Zeiger ist damit redundant.

Ganz analog teilen wir auch die Rédnder R und T in Intervalle ein, markieren sie mit den Typen
n, r und s und statten die r- und s-Intervalle mit Zeigern auf die Intervalle aus, von denen sie
erreichbar sind. Die [- und h-Zeiger verweisen hier auf den gegeniiberliegenden Rand L U B und
sind nun mit dem Uhrzeigersinn orientiert.

2.7.1. Konstruktion der Erreichbarkeits-Strukturen

Wir bauen die Erreichbarkeits-Strukturen in einem rekursiven Divide-and-Conquer-Verfahren auf.
Wir erstellen zunédchst Erreichbarkeits-Strukturen fiir jede Zelle des Free-Space. Dann verbinden
wir schrittweise die Erreichbarkeits-Strukturen zu grof3eren Einheiten, bis wir schlieBlich eine
Erreichbarkeits-Struktur fiir den gesamten Free-Space erhalten. Bei jedem Vereinigungsschritt
achten wir darauf, dass die oben beschriebenen Eigenschaften der Intervalle erhalten bleiben.
In Abb. 7.1 auf Seite 97 haben wir den Ablauf des Divide-and-Conquer-Verfahrens skizziert.

Zellen Fiir eine einzelne Zelle des Free-Space-Diagramms konnen wir die Intervalle und ihre
Typen in O(1) bestimmen. Wir benétigen dazu lediglich die Free-Space-Intervalle der Rander

F pF {F F
Lij> Bijs Litq und Bijir-

2.7.2. Zusammenfiigen zweier Erreichbarkeits-Strukturen

In dem rekursiven Divide-and-Conquer-Verfahren fiigen wir dann je zwei Erreichbarkeits-Struk-
turen zusammen (vergleiche auch Abb. 7.1 auf Seite 97). Wir beschreiben hier das Zusammenfii-
gen zweier Strukturen D, und D, entlang der vertikalen Rander (siehe Abb. 2.10). Entsprechend
kann man sie auch entlang der horizontalen Rédnder zusammenfiigen.

L; L

B, B,

Abbildung 2.9.: Synchronisieren der Intervalleinteilung

Einteilung Zunéchst vereinheitlichen wir die Einteilung der Intervalle an den Rdndern R; und
L,. Die Intervalle werden, falls notig, aufgeteilt, wobei die Teilintervalle ihren Typ und die [- und
h-Zeiger beibehalten. Die Einteilung iibertragen wir auch auf die gegeniiberliegenden Rinder L,
und R,. Nach diesem Schritt besitzen alle vier vertikalen Rénder die gleiche Intervalleinteilung
(siehe Abb. 2.9).

Aktualisieren In zweiten Schritt passen wir die Intervalle in L1 U By und in Ry U Ty an (die
Abschnitte B, und T; bleiben unverdndert).

Wir beschreiben hier, wie wir die Intervalle in L; U By aktualisieren. Der Vorgang fiir Ry U T ist
wieder ganz analog.
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Abbildung 2.10.: Zusammenfiigen zweier Erreichbarkeits-Strukturen

Anpassung der n-Markierungen Im ersten Durchgang betrachten wir alle Intervalle in R; und
L,, die mit dem Typ n (nicht-passierbar) markiert sind. Wir markieren die gegeniiberliegenden
Intervalle ebenfalls mit n.

Alle [- und h-Zeiger, die auf solche n-Intervalle verweisen, werden entsprechend angepasst.
Die Zeiger werden auf das néchste passierbare (r- oder s-) Intervall aktualisiert. Wird bei der
Anpassung der [- und h-Zeiger ein Bereich leer (I > h), so erhélt das Intervall eine n-Markierung.

Befindet sich ein s-Intervall in L; direkt gegentiiber einem n-Intervall, so wird das s-Intervall zu
einem r-Intervall abgestuft.

Anpassung der r- und s-Markierungen Als néchstes betrachten wir die r- und s-Intervalle in
Ly U B;y. Alle Pfade von L; U By nach Ry U T, fiihren iiber die Radnder R; und L,. Fiir jedes
Intervall K C L, U B; aktualisieren wir den Typ und die Zeiger folgendermaf3en:

1. wenn der h-Zeiger auf ein r- oder s-Intervall I verweist, so iibernehmen wir dessen h-Zeiger:

h(K) := h(I).

2. wenn der [-Zeiger auf ein r-Intervall I verweist, so iibernehmen wir auch den [-Zeiger:
I(K) = l(I).

3. wenn der [-Zeiger auf ein s-Intervall verweist, verldngern wir den [-Zeiger zum gegeniiber-
liegenden Intervall in R.

4. wenn das Intervall K ein s-Intervall (see-through) ist, und wenn das gegeniiberliegende
Intervall K’ eine r- Markierung besitzt, dann wird K ebenfalls zu einem r-Intervall herab-
gestuft. Den [-Zeiger ibernehmen wir: [(K) := [(K").

Fiir denn Fall, dass sowohl K als auch K’ s-Intervalle sind, miissen wir nichts tun. K behélt
seine Markierung, die [-Zeiger werden fiir s-Intervalle nicht gespeichert.

2.7.3. Komplexitatsanalyse

Die Zeit, die wir fiir das Zusammenfiigen zweier Erreichbarkeits-Strukturen benétigen ist pro-
portional zur Anzahl der Intervalle in D; und D,. Da die Intervalle sdmtlich aus Free-Space-
Intervallen entstehen, ist ihre Anzahl durch O(nm) beschrankt. Fiir das Zusammenfiigen zweier
Erreichbarkeits-Strukturen benétigen wir ebenfalls O(nm).

Um alle O(nm) Zellen im Divide-and-Conquer-Verfahren zu grof3eren Einheiten zusammen-
zufiigen, werden O(log nm) mal Strukturen zusammengefiigt. Wir benétigen somit insgesamt
O(nm log nm) Schritte.
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2.8. Losung des Entscheidungsproblems

2.8. Losung des Entscheidungsproblems

Nachdem wir eine Erreichbarkeits-Struktur D fiir den gesamten Free-Space konstruiert haben,
konnen wir das Entscheidungsproblem fiir geschlossene Polygonziige 16sen.

Lemma 2.7 [13, Lemma10]

Sei p € I C B ein Punkt in einem Intervall am unteren Rand von D und seiq € J C T ein
Punkt in einem Intervall am oberen Rand. Dann existiert ein monotoner Pfad von p nach g im
Free-Space F, genau dann, wenn

1.  J den Typ s oder r hat, und wenn
2. a) I den Typ r hat und q innerhalb von [(I) und h(I) liegt, oder wenn
2.b) I den Typ s hat und g rechts von p und links von I(I) liegt.

Beweis. Die Erreichbarkeits-Struktur wird so konstruiert, dass sie jederzeit die erreichbaren
Intervalle wiedergibt. Wenn also der Punkt q von p aus erreichbar ist, miissen beide Intervalle I
und J eine r- oder s-Markierung besitzen (Aussage 1. und 2.). Das Intervall J muss sich in dem
von I erreichbaren Bereich befinden, der durch die [- und h-Zeiger markiert wird (Aussage 2a.
und 2b.).

h(D g o

P P B

Abbildung 2.11.: Beweisskizze
Zeichnung nach Alt und Godau [13, S. 89]

Fiir die Umkehrrichtung nehmen wir an, dass die Aussagen 1. und 2. zutreffen. Aus 1. folgt,
dass es einen Pfad P; nach g geben muss. Den Ausgangspunkt dieses Pfades bezeichnen wir
mit p’ € L U B (siehe Abb. 2.11). Fiir p = p’ haben wir den gesuchten monotonen Pfad schon
gefunden. Ansonsten betrachten wir, ausgehend vom Intervall I, zwei Pfade: ein Pfad P, fiihrt
von p nach h(I) und ein Pfad P5 fiihrt von p nach [(I). Fiir s-Intervalle gilt dies ganz entsprechend,
nur dass sich das Ziel von P, im direkt gegeniiberliegenden Intervall befindet (anstelle von h(I)).

Einer dieser Pfade, P, oder P3, muss P; schneiden (denn p # p’). Den Schnittpunkt bezeichnen
wir mit s. Aus den Teilpfaden von p nach s und von s nach g kénnen wir einen monotonen Pfad
von p nach q zusammensetzen. ]

Um nun das Entscheidungsproblem zu 16sen, benétigen wir einen Pfad von einem Punkt p € L
nach p + n € T. Wir iterieren iiber die Intervalle in L. Fiir jedes r- oder s-Intervall wahlen wir
einen Punkt p (z. B. die Untergrenze des Intervalls) und priifen die Bedingungen von Lemma 2.7.
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2.8.1. Komplexitatsanalyse

Das Erstellen der Erreichbarkeits-Struktur kann in O(nm log nm) geschehen, das abschlief3ende
Finden einer Losung in O(nm). Wir konnen damit das Entscheidungsproblem fiir geschlossene
Polygonziige in O(nm log nm) 16sen.

Das Optimierungsproblem koénnen wir mit Hilfe der Parametrischen Suche in O(nm log® nm)
losen [13].

Fiir eine Bindrsuche iiber die kritischen Werte benétigen wir ebenfalls O(nm log? nm) Schritte,
wenn die kritischen Werte bereits sortiert vorliegen. Die Binérsuche fiihrt O(log nm) Iterationen
aus, wobei jeweils das Entscheidungsproblem geldst wird (siehe Kapitel 2.5.2).

Das Berechnen und Sortieren der kritischen Werte ist mit O((n?m + nm?) log nm) aufwendiger
als die anschliefSende Bindrsuche — ebenso wie beim Algorithmus fiir offene Polygonziige.

2.9. Untere Schranken?

In Kapitel 2.5.3 hatten wir die Laufzeit des Algorithmus von Alt und Godau [13] mit O(n? log n)
angeben (mit der Annahme m = O(n)). Buchin et al. [35] konnten dieses Ergebnis geringfiigig
auf O(n?(log log n)?) verbessern. Als untere Schranke fiir die Berechnung des Fréchet-Abstands
wurde bisher Q(n log n) nachgewiesen [26].

Fiir die diskrete Variante des Fréchet-Abstands haben Agarwal et al. [1] einen Algorithmus
mit O(nzlolgol%) vorgestellt. Er ist somit geringfiigig schneller als O(n?). Trotz fortwihrender
Bemiihungen ist bisher aber kein Algorithmus fiir den kontinuierlichen Fréchet-Abstand bekannt,

der mit weniger als O(n?) Schritten auskommt.

Bringmann [22] hat gezeigt, dass es unter Voraussetzung der Strong Exponential Time Hypothesis
keinen Algorithmus mit O(n?) fiir d < 2 geben kann. Wir sagen, es gibt keinen stark subqua-
dratischen Algorithmus. Die Strong Exponential Time Hypothesis ist eine Annahme tiiber die
Losung des CNF-SAT-Problems. Man nimmt an, dass sich das CNF-SAT-Problem nur mit einer
erschopfenden Suche in exponentieller Zeit 16sen 14sst.

Die Schwierigkeit des Fréchet-Abstands ist damit eng verkniipft mit dem CNF-SAT-Problem.
Gébe es einen stark subquadratischen Algorithmus fiir den Fréchet-Abstand, so miisste sich auch
das CNF-SAT-Problem sehr viel schneller 16sen lassen, als bisher angenommen wird.

Buchin et al. [38] zeigen, dass auch subquadratischen Ndherungsalgorithmen enge Grenzen
gesetzt sind.

Wir werten all diese Ergebnisse als Indizien dafiir, dass sich fiir den Fréchet-Abstand die Grenze
O(n?) nicht, oder nur geringfiigig (wie bei Agarwal et al. [1]) unterschreiten lésst.

Gudmundsson et al. [63] zeigen einen stark subquadratischen Algorithmus fiir Kurven mit
besonderen Eigenschaften.
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3

Der Fréchet-Abstand fiir einfache Polygone

Die Definition des Fréchet-Abstands lasst sich leicht auf Fladchen und andere mehrdimensionale
Objekte anwenden. Es zeigt sich aber, dass die Berechnung wesentlich schwieriger wird. Die
Frage, ob der Fréchet-Abstand fiir Flachen im Allgemeinen tiberhaupt berechenbar ist, ist bisher
noch nicht beantwortet. In Kapitel 3.15 werden etwas niher darauf eingehen.

Fiir einige Klassen von Flachen ist die Situation aber gliicklicherweise nicht hoffnungslos. Wir
werden z. B. in Kapitel 3.3.6 sehen, dass der Fréchet-Abstand fiir konvexe Polygone sehr einfach
zu berechnen ist; er ist ndmlich identisch mit dem Hausdorff-Abstand.

In diesem Kapitel werden wir die Arbeit von Buchin et al. [27] vorstellen, die einen polynomi-
ellen Algorithmus fiir einfache Polygone entwickelt haben. Einfache Polygone sind Polygone
ohne Locher und Selbstiiberschneidungen. Sie bilden eine natiirliche Klasse von Flachen, die in
vielen Anwendungen ihren Platz haben. Auf die praktische Implementierung dieses Algorithmus
werden wir im zweiten Teil der Arbeit, in den Kapiteln 5 bis 9 eingehen. Soweit wir wissen, ist
unsere Implementierung die erste ihrer Art.

Schwierigkeiten Erinnern wir uns an die Definition 1.6 des Fréchet-Abstands. Beim Fréchet-
Abstand fiir Kurven lag ein eindimensionaler Wertebereich zugrunde (z.B. A = [0, 1]). Die
Reparametrisierungen der Kurven sind streng monotone, bijektive Funktionen.

Beim Fréchet-Abstand fiir Polygone haben wir zweidimensionale Wertebereiche. Die Repara-
metrisierungen lassen sich nun nicht mehr so leicht charakterisieren. Auch die bekannte Mann-
Hund-Analogie schliagt nun fehl, da wir die Variable t nicht mehr als zeitliche Variable interpre-
tieren konnen.

Die Idee Die Berechnung wird nur dann beherrschbar, wenn wir es schaffen, die Menge der
moglichen Reparametrisierungen zu vereinfachen. Buchin et al. fithren das Problem auf Homoo-
morphismen der Randkurve zuriick, die auf die Diagonalen eines Polygons erweitert werden. Die
Diagonalen werden auf kiirgeste Wege im anderen Polygon abgebildet. Fiir die Darstellung des
Algorithmus und seiner Grundlagen folgen wir nun der Arbeit von Buchin et al. [27].

Quellen Zwei vorhergende Veroffentlichungen [25, 28] beschreiben den Algorithmus in etwas
anderer Form, ndmlich ohne konvexe Zerlegung. Wir beziehen uns im Folgenden immer auf die
aktuelleren Arbeiten von Buchin etal. [27, 39].

33



Kapitel 3. Der Fréchet-Abstand fir einfache Polygone

3.1. Vereinfachung des Fréchet-Abstands

Wenn die beiden Fldchen P und Q hom6omorph zu ihrem Wertebereich sind, dann kénnen wir die
Definition des Fréchet-Abstands etwas vereinfachen. Dies wird fiir alle Flichen méglich, die sich
nicht selbst iiberschneiden. Wir betrachten im Folgenden zwei ebene, einfache Polygone P und Q.
Die Rander der Polygone sind geschlossene Polygonziige mit n bzw. m Eckpunkten. Die Polygone
enthalten keine Uberschneidungen und keine Lécher. Die Polygone diirfen in verschiedenen
Ebenen liegen.

Wir verwenden als naheliegende Parametrisierungen die identischen Abbildungen f : P — P
und g : Q — Q. Damit konnen wir die Definition des Fréchet-Abstands auch ohne Parametrisie-
rungen unmittelbar auf den Polygonen formulieren:

6:(P.Q)= inf max [t~ o]

iiber alle orientierungs-erhaltenden Homéomorphismen o. Die Orientierung eines Polygons wird
durch seine Eckpunkte gegeben und bleibt unter o erhalten. Die Erweiterung auf orientierungs-
umkehrende Hom6éomorphismen ist moglich, soll aber hier nicht stattfinden.

3.2. Unterschied zum Fréchet-Abstand der Randkurve

Zundichst stellt sich die Frage, ob sich der Fréchet-Abstand zweier einfacher Polygone von dem
Fréchet-Abstand ihrer Randkurven (also der Polygonziige) unterscheidet. Buchin et al. [27]
demonstrieren dies an dem Beispiel in Abb. 3.1. Die Polygone iiberlagern sich und sind nur der
Ubersichtlichkeit halber nebeneinander gezeichnet.

o P4 P2 q4
qz
h
6 p
P1 'q: qs
(a) zwei Kurven (b) Homéomorphismus der Randkurven
a b

Ur U2
h/2

(c) (d) Homéomorphismus der Polygone

Abbildung 3.1.: Beispiel: §r des Polygons unterscheidet sich von §r der Randkurve
(Zeichnung nach Buchin et al. [27, S. 4])
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3.2. Unterschied zum Fréchet-Abstand der Randkurve

Randkurven Abb. 3.1b zeigt einen Homéomorphismus auf den Randkurven: die Punkte p;
werden auf g; abgebildet. Strecken werden auf Strecken gleicher Farbe abgebildet. Die maximale
Entfernung zweier Punkte liegt zwischen p3 und g3. Fiir § — 0 konvergiert ||p3 — q3|| gegen 3.
Fiir w — 0 konvergiert ||ps — q3|| gegen 0 und damit konvergiert auch der Fréchet-Abstand der
Randkurven §(P, Q) gegen 0.

Polygone Abb. 3.1c zeigt, dass der Fréchet-Abstand der Polygone hingegen nicht kleiner als %
werden kann,! vorausgesetzt 46 < h. Damit 6 kleiner werden kénnte, miisste die Diagonale
D entweder vollstandig in den Bereich U; oder in den Bereich U, abgebildet werden. Dann
miisste der Bereich A oder B ebenfalls nach U; oder U, abgebildet werden, insbesondere einer
der Punkte a und b. Aber die Entfernungen von a und b zu U; und U, betragen mehr als %.
Tatséchlich konvergiert auch 8y gegen %, wie man beispielsweise an dem Homéomorphismus in
Abb. 3.1d sehen kann (Flachen werden auf Fldchen gleicher Farbe abgebildet).

Der Fréchet-Abstand der Randkurven konvergiert also gegen 0, wohingegen der Fréchet-Abstand
der Polygone gegen % konvergiert. Das Beispiel ldsst sich {ibrigens mit unserem Programm Fréchet
View nachvollziehen, eine Beispieldatei haben wir beigelegt (sieche Anhang A.1).

IBuchin et al. [27] geben die Untergrenze mit % an, was nicht ganz korrekt ist.
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Kapitel 3. Der Fréchet-Abstand fir einfache Polygone

3.3. Vorbereitungen
3.3.1. Vereinfachung von Kurven

Der Fréchet-Abstand zwischen einer Kurve und einer Strecke wéchst nicht, wenn wir einen Teil
der Kurve durch eine gerade Strecke ersetzen (siehe Abb. 3.2).

Abbildung 3.2.: Vereinfachung von Kurven
Der Fréchet-Abstand wéchst nicht, wenn wir einen Kurvenabschnitt durch eine Strecke ersetzen.
(Zeichnung nach Buchin et al. [27, S. 6])

Lemma 3.1 [27,Lemma 3]

Gegeben sind eine Kurve f: [0,1] — R? und eine Strecke s: [0,1] — RY. AuRerdem sind
0 < t1 < ty < 1. Fiir die vereinfachte Kurve f’: [0,1] — R? ersetzen wir den Abschnitt [t1, t2]
durch eine gerade Strecke:

f(t) firt € [0,t1] U [to, 1]
FO = flt)(ta - t) + flt2)(t - t)

firt € [t1,t
— [t2, 2]

Der Fréchet-Abstand zwischen f’ und s ist nicht groRer als der urspriingliche Fréchet-Abstand
zwischen f und s:

8r(f',s) < 8r(f,s).

Beweis. Wir betrachten einen Homéomorphismus o: [0, 1] — [0, 1]. Daraus konstruieren wir
— analog zur Definition von f’ — einen Homéomorphismus ¢’. In den Intervallen [0, t;] und
[t2, 1] ist o’ identisch mit 0. Den Abschnitt zwischen t; und t, ersetzen wir durch eine lineare
Abbildung. Dann ist

max IO =seell = max O =@l (3.1)
= I IF©-s@'®) . (3.2)

Sowohl f und f’, als auch ¢ und ¢’ sind im Bereich [0, t1] U [to, 1] identisch. Daraus folgt die
erste Ungleichung 3.1.

Im Intervall [tq, t] bildet f’ eine Strecke. Der maximale Abstand zweier Strecken wird an den
Endpunkten angenommen. Damit ist fiir den Abstand zwischen f’ und s im Intervall [tq, t5]:
max [1(0) = st ©)l] = max{ |If'(er) = 0"l IIF'(t2) = s(" @)}
1,t2
Daraus ergibt sich die zweite Gleichung 3.2. Wenn der Fréchet-Abstand §g(f,s) durch eine
Folge von Hom6omorphismen o; realisiert wird, dann realisiert die entsprechende Folge o den
Fréchet-Abstand 67(f’, s) und mit Ungleichung 3.1 ist deshalb: 8z(f,s) > 8r(f’, s). |
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3.3. Vorbereitungen

Abbildung 3.3.: Abbildung einer Diagonalen von P auf einen kiirzesten Weg in Q.

3.3.2. Shortest-Path-Abbildungen

Am Anfang des Kapitels haben wir gesehen, dass die Schwierigkeit der Berechnung des Fréchet-
Abstands fiir Fldchen in der uniibersehbar groffen Menge von Reparametrisierungen besteht.
Die zentrale Idee von Buchin et al. [27] ist nun, das Problem fiir einfache Polygone auf eine
kleine Menge von beherrschbaren Abbildungen zuriickzufiihren.

Konvexe Zerlegung Wir gehen aus von den Homéomorphismen der Randkurve, die wir schon
aus Kapitel 2 kennen. Um diese Abbildungen auf das Innere der Polygone zu erweitern, orientie-
ren wir uns an gewissen Diagonalen, namlich den Diagonalen einer konvexen Zerlegung von P. Fiir
eine konvexe Zerlegung C von P bezeichnen wir mit E¢ die Menge aller Punkte auf den Kanten
von C, also die Punkte auf der Randkurve und den Diagonalen (siehe Abb. 3.9a auf Seite 45).

Shortest-Path-Abbildung Die Endpunkte der Diagonalen werden bereits durch den Homéo-
morphismus der Randkurve abgebildet. Die inneren Punkte der Diagonalen bilden wir homoo-
morph auf den kiirgesten Weg zwischen den Bildern der Diagonal-Endpunkte in Q ab (siehe
Abb. 3.3). Wir nennen eine solche erweiterte Abbildung o: Ec — Q eine Shortest-Path-Abbil-
dung. Wenn der Homéomorphismus die Orientierung der Randkurve erhélt, dann bezeichnen
wir die Shortest-Path-Abbildung ebenfalls als orientierungs-erhaltend.

Die Bestandteile einer Shortest-Path-Abbildung, ndmlich die Abbildung der Randkurve und die
Abbildungen der Diagonalen, sind —fiir sich genommen— Homoomorphismen. Ingesamt ist eine
Shortest-Path-Abbildung aber nicht notwendigerweise ein Homéomorphismus, denn die kiirzes-
ten Wege in Q konnen sich iiberschneiden, oder teilweise auf der Randkurve verlaufen. Eine
Shortest-Path-Abbildung ist also in der Regel nicht surjektiv.

Induzierte Shortest-Path-Abbildung Ausgehend von einem beliebigen Homéomorphismus auf
den Polygonen konnen wir eine Shortest-Path-Abbildung ableiten, indem wir den Homéomor-
phismus zunéchst auf die Randkurve einschranken und dann auf die Diagonalen der konvexen
Zerlegung erweitern. Wir nennen eine solche Abbildung eine (durch einen Homéomorphismus)
indugzierte Shortest-Path-Abbildung.

In Lemma 3.2 zeigen wir, dass der durch eine induzierte Shortest-Path-Abbildung realisierte
Fréchet-Abstand nicht grof3er als der vom urspriinglichen Homéomorphismus realisierte Fréchet-
Abstand ist.

Danach zeigen wir in Lemma 3.3, dass es umgekehrt zu jeder Shortest-Path-Abbildung o eine Fol-
ge von Homoomorphismen gibt, deren Fréchet-Abstand beliebig nahe an den von o realisierten
Wert herankommt.

Aus diesen beiden Sétzen folgern wir schlieBlich in Satz 3.4, dass wir den Fréchet-Abstand fiir
einfache Polygone mit Hilfe von Shortest-Path-Abbildungen berechnen kénnen.
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Kapitel 3. Der Fréchet-Abstand fir einfache Polygone

3.3.3. Diagonalen auf kiirzeste Wege abbilden

Lemma 3.2 [27, Lemma 4]

Gegeben ist eine Diagonale D von P und ein Homéomorphismus 6: P — Q. Seic’: P — Q eine
Abbildung, welche die Diagonale D homoomorph auf den kiirzesten Weg zwischen den Bildern
ihrer Endpunkte unter o abbildet. Dann ist

8p(D,0'(D)) < 8p(D,0(D)).

Beweis. Wir skizzieren den Beweis anhand von Abb. 3.4. Die Zeichnung zeigt das Polygon Q.
Die Endpunkte der Diagonalen D von P bezeichnen wir mit dy und d;. Mit S bezeichnen wir den
kiirzesten Weg zwischen den Bildern der Diagonal-Endpunkte (in der Skizze blau). S besteht
aus einem Polygonzug mit [ Segmenten. Somit ist so = 0’(dg) = o(dp) und s; = ¢’(d1) = o(d).

a; Q Q
S; 1 S1
so=¢" S pS3 = sozc% )S3 =
o(dy o(dy) o(dy o(d,)
Ap A;
a
P

Abbildung 3.4.: Vereinfachung der Abbildung zum kiirzesten Weg.

Schritt von A1 nach As.
(Zeichnung: Buchin et al. [27, S. 7])

Die Kurve A = (D) ist das Bild von D unter o (in der Skizze griin). Mit Hilfe von Lemma 3.1
werden wir schrittweise die Kurve A in S {iberfiihren. Wir ersetzen jeweils einen Abschnitt von
A durch eine Strecke von S. Die durch die schrittweise Ersetzung entstehende Folge von Kurven
bezeichnen wir mit Ag = A = o(D), A1, As,...,A; =S =0’(D).

Wir beschreiben einen Schritt von A;_; nach A;. Dazu verlangern wir die Strecke s;_1s; von S.
Die Verldangerung r; (der rote Pfeil in der Skizze) zerlegt das Polygon Q so in zwei Teile, dass
so und s; auf unterschiedlichen Seiten von r; liegen. Damit wissen wir, dass r; die Kurve A;_;
schneidet. Mit a; bezeichnen wir den ersten Schnittpunkt zwischen r; und A;_;.

Die vereinfachte Kurve A; entsteht, indem wir den Abschnitt von s;_; nach a; durch die Strecke
Si_1a; ersetzen. Mit Lemma 3.1 ist dann §¢(D, A;) < 8r(D, A;_1). Wenn wir nach [ Schritten A
vollstandig ersetzt haben, ist

Sr(D,S) < 8r(D,A).

3.3.4. Shortest-Path-Abbildung durch Homéomorphismen annahern

Lemma 3.3 [27, Lemma 5]

Gegeben sind eine konvexe Zerlegung C von P und eine Shortest-Path-Abbildung o’: Ec — Q.
Dann existiert fiir alle § > 0 ein Hom6éomorphismus os: P — Q, der einen Fréchet-Abstand
realisiert, welcher nicht groRer ist als der von ¢’ realisierte Fréchet-Abstand plus &:

max ||t — os(t)|| < max||t—o'(t)]| + 6.
tepP teEc
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3.3. Vorbereitungen

Beweis. Wir skizzieren hier nur die Grundidee des Beweises. Fiir die Details sei der interessierte
Leser auf Buchin et al. [27, S. 8-10] verwiesen.

Wir erstellen zwei Triangulierungen der Polygone P und Q. Wir beginnen zunéchst mit einer
konvexen Zerlegung von P. Die Endpunkte der Diagonalen der konvexen Zerlegung bilden wir mit
o’ auf Q ab. Die Diagonalen selbst bilden wir auf die kiirzesten Wege zwischen den Bildern der
Endpunkte in Q ab. Diejenigen Abschnitte der kiirzesten Wege, die auf der Randkurve verlaufen,
werden um einen kleinen Betrag ins Innere des Polygons verschoben (siehe Abb. 3.5). Das Ziel
ist, dass wir mit diesen (evtl. leicht verdnderten) Wegen eine Zerlegung von Q erhalten.

- - v - e~

/ /_—\/

Abbildung 3.5.: Zerlegung von Q: Anpassung der kiirzesten Wege.
(Zeichnung: Buchin et al. [27, S. 8])

In den nichsten Schritten werden die Zerlegungen von P und Q zu Triangulierungen ausgebaut,
indem wir neue Diagonalen einfiigen. Bei der Erstellung der Triangulierungen sind einige Details
zu beachten, die bei Buchin et al. [27] beschrieben werden.

Gleichzeitig mit den Triangulierungen entsteht der Homéomorphismus os. Fiir die Eckpunkte
von P ist o5 identisch mit ¢’, d. h. os(p) = 0’(p). Ebenso ist o5 identisch mit ¢’ fiir alle Diago-
nal-Endpunkte, die wir neu in die Triangulierungen einfiigen.

Nachdem wir o5 fiir die Eckpunkte der Triangulierung festgelegt haben, konnen wir os linear
auf die Diagonalen erweitern und dann auf das Innere der Dreiecke. Wir erhalten so einen
Homoomorphismus zwischen P und Q, der die Bedingung von Lemma 3.3 erfiillt. O

3.3.5. Fréchet-Abstand mit Shortest-Path-Abbildungen

Satz 3.4 [27, Proposition 6]
Der Fréchet-Abstand fiir einfache Polygone P und Q ist

6p(P,Q) = inf max ||t-o’(t)l|

o’: Ec—Q teE¢

iiber alle orientierungs-erhaltenden Shortest-Path-Abbildungen o’: E; — Q. C ist eine beliebige
konvexe Zerlegung von P.

Beweis.

§r(P,Q) < ¢ © fiiralle £’ > ¢ existiert ein £’-realisierender Homdomorphismus
& fiir alle ¢’ > ¢ existiert eine £’-realisierende Shortest-Path-Abbildung.

Die erste Aquivalenz folgt aus der Definition 1.5 des Fréchet-Abstands. Fiir die zweite Aquivalenz
sei nun o ein &’-realisierender Homéomorphismus. Nach Lemma 3.2 realisiert die induzierte
Shortest-Path-Abbildung ebenfalls einen Fréchet-Abstand von hochstens €’. Die Gegenrichtung
der zweiten Aquivalenz folgt aus Lemma 3.3. O

Damit haben wir unser wichtigstes Ziel erreicht, die Berechnung der Fréchet-Abstands fiir einfa-
che Polygone auf Shortest-Path-Abbildungen zu reduzieren.
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Kapitel 3. Der Fréchet-Abstand fir einfache Polygone

3.3.6. Konvexe Polygone

Ist eines der beiden Polygone P oder Q konvex, wird die Berechnung sehr viel einfacher. Bei einem
konvexen Polygon besteht die konvexe Zerlegung nur aus einem Teil, ndmlich dem Polygon selbst.
Eine Shortest-Path-Abbildung ist in diesem Fall (per Definition) identisch mit einem Homdomor-
phismus der Randkurve.

Mit Satz 3.4 reicht es also, die Randkurve des konvexen Polygons auf die Randkurve des zwei-
ten Polygons abzubilden. Anders gesagt, miissen wir nur den Fréchet-Abstand der Randkurven
berechnen.

Der Fréchet-Abstand eines konvexen Polygonzugs ist wiederum identisch mit dem Hausdorff-Ab-
stand [13, 60]. Der Hausdorff-Abstand kann in O((m + n)log(m + n)) berechnet werden [15].

3.3.7. Sanduhren

Fiir unseren Algorithmus werden wir spéter kiirzeste Wege in Polygonen berechnen. Wir fiihren
zundchst ein wichtiges Konzept von Guibas etal. [64, 65] ein, ndmlich Sanduhren.

S] a D) S 1 a 2
a a
1 B 1
b b2 b
b b
1 S, 2 1 S, 2
(a) Offene Sanduhr (b) Geschlossene Sanduhr

Abbildung 3.6.: Sanduhren

Definition 3.5 Sanduhr [64, S.20]

Wir betrachten zwei (unterschiedliche) Seiten eines Polygons S; und S,. Die Sanduhr zwischen
S, und S, beinhaltet alle kiirzesten Wege zwischen allen Punkten von S; und S, (siehe Abb. 3.6).
Wenn es zwei Punkte p; € S; und p, € S, gibt, die sich sehen konnen, sprechen wir von einer
offenen Sanduhr (Abb. 3.6a), ansonsten von einer geschlossenen Sanduhr (Abb. 3.6b).

Die Sanduhr ist das Polygon, welches durch die Seiten S;, Sy und durch die kiirzesten Wege
zwischen den Endpunkten von S; und S, aufgespannt wird (im Beispiel: die kiirzesten Wege von
a; nach b; und von a, nach b,). Wir werden spéater das Konzept etwas verallgemeinern, indem
wir anstelle der Seiten S; und S, Streckenziige auf dem Rand der Polygone verwenden. Diese
Erweiterung ist aber intuitiv verstandlich.
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3.4. Ein Algorithmus in polynomieller Zeit

3.4. Ein Algorithmus in polynomieller Zeit

Nachdem die theoretische Vorarbeit geleistet ist, machen wir uns nun an die Konstruktion eines
Algorithmus, der den Fréchet-Abstand fiir einfache Polygone berechnet. Wir folgen wieder Buchin
et al. [27]. Wir entwickeln zunédchst den Algorithmus zur Losung des Entscheidungsproblems.
Das Optimierungsproblem behandeln wir in Kapitel 3.14; wir werden hierfiir ganz &hnliche
Techniken wie in Kapitel 2.5 anwenden.

Die praktische Umsetzung der Algorithmen und die dabei auftretenden Herausforderungen
diskutieren wir ausfiihrlich in den Kapiteln 5 bis 8. Soweit wir wissen, ist unsere Implementierung
die erste dieses Algorithmus. Zuletzt stellen wir in Kapitel 9 einige experimentelle Ergebnisse
vor, die zeigen sollen, dass unsere Implementierung praxistauglich ist.

Der Algorithmus baut auf der Arbeit von Alt und Godau [13] auf, die wir in Kapitel 2 beschrie-
ben haben. Wir werden vom Free-Space-Diagramm und von den Erreichbarkeits-Strukturen
Gebrauch machen.

3.5. Giiltige Pfade

Nach Satz 3.4 kann das Entscheidungsproblem des Fréchet-Abstands mit Hilfe von Shortest-
Path-Abbildungen gelost werden. Kénnen wir das Free-Space-Diagramm benutzen, um solche
Shortest-Path-Abbildungen zu konstruieren?

Ein monotoner Pfad im Free-Space-Diagramm, wie wir ihn in Lemma 2.4 kennengelernt haben,
bildet die Randkurve von P auf die Randkurve von Q ab. Er entspricht einem ¢-realisierenden
Homé6omorphismus der Randkurve (genauer: dem Grenzwert einer Folge von Homoomorphis-
men). Um den Hom6omorphismus zu einer Shortest-Path-Abbildung zu erweitern, miissen wir
zusatzlich die Diagonalen der konvexen Zerlegung auf kiirzeste Wege in Q abbilden. Wenn dies
moglich ist, bezeichnen wir den zugehorigen monotonen Pfad als giiltigen Pfad. Die giiltigen
Pfade definieren wir also ganz dhnlich wie in Kapitel 2, aber mit einer zusétzlichen Bedingung.

Zur Uberpriifung dieser Bedingung miissen wir fiir jede Diagonale der konvexen Zerlegung
entscheiden, ob der Fréchet-Abstand zwischen der Diagonalen und dem zugehorigen kiirzesten
Weg kleiner oder gleich ¢ ist. Leider gibt es unendlich viele giiltige Pfade, welche den Fréchet-
Abstand ¢ fiir die Randkurven realisieren. In Kapitel 3.6 werden wir jedoch zeigen, dass wir fiir
diese Entscheidung nur einen Punkt aus einem Free-Space-Intervall wéhlen miissen.

3.5.1. Freie Intervalle und Platzierungen

Wir ermitteln fiir jeden Diagonal-Endpunkt die zusammenhédngenden vertikalen Intervalle im
Free-Space-Diagramm. Wir nennen solche zusammenhéngenden Intervalle freie Intervalle (siehe
Abb. 3.7). Freie Intervalle konnen auch mehrere Free-Space-Zellen iiberspannen. Fiir jeden Diago-
nal-Endpunkt gibt es héchstens m freie Intervalle (denn das Free-Space-Diagramm hat m Zeilen).

Die Zuordnung von zwei Diagonal-Endpunkten zu einem Paar von freien Intervallen nennen
wir eine Platzierung. Die beiden freien Intervalle einer Platzierung bilden in Q die Enden einer
Sanduhr. Ein Platzierung ist giiltig, wenn der Fréchet-Abstand zwischen der Diagonalen und
dem kiirzesten Weg in dieser Sanduhr kleiner oder gleich ¢ ist.

Mit dem Ergebnis aus Kapitel 3.6 werden wir sehen, dass wir das Entscheidungsproblem fiir eine
Sanduhr 16sen konnen, indem wir zwei beliebige Punkte aus den freien Intervallen wéhlen und
das Entscheidungsproblem fiir diese Punkte 16sen.
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Kapitel 3. Der Fréchet-Abstand fir einfache Polygone

Abbildung 3.7.: Freie Intervalle fiir zwei Diagonal-Endpunkte im Free-Space-Diagramm

Randfille Da ein giiltiger Pfad nicht notwendigerweise bijektiv ist, enthalt er u. U. vertikale
Abschnitte. Deswegen ist es moglich, dass die Abbildung eines Diagonal-Endpunkts im giiltigen
Pfad nicht eindeutig ist. Auch hier hilft uns wieder das Ergebnis aus Kapitel 3.6.

Zur Losung des Entscheidungsproblems reicht es, einen giiltigen Pfad mit giiltigen Platzierun-
gen zu finden; wir miissen nicht zwangsldufig einen (streng monotonen) Homéomorphismus
konstruieren [27, Korollar 8].

3.6. Fréchet-Abstand zwischen einer Diagonalen und einer Sanduhr

In Kapitel 3.5 miissen wir ein Entscheidungsproblem losen. Wir wollen wissen, ob §¢(D,s) < ¢
ist fiir eine Diagonale D und einen kiirzesten Weg s in Q. Wir wissen allerdings noch nicht genau,
wie wir die Diagonal-Endpunkte auf Q abbilden sollen, und welcher kiirzeste Weg sich damit
ergibt. Mit Hilfe des folgenden Lemmas werden wir sehen, dass wir das Entscheidungsproblem
l6sen konnen, indem wir die Endpunkte in den freien Intervallen beliebig wéhlen.

Lemma 3.6 [27,Lemma11]

Gegeben sind eine Sanduhr und eine Diagonale D. Die Enden der Sanduhr liegen in e-Kreisen
um die Endpunkte der Diagonalen. Wenn es einen kiirzesten Weg s in der Sanduhr gibt mit
6r(D,s) < €, dann gilt dies fiir alle kiirzesten Wege in der Sanduhr.

Beweis. Sei A = aj,as,...,q; ein kiirzester Weg in der Sanduhr mit §r(A, D) < € und sei
B = by, by, ..., B; ein anderer kiirzester Weg zwischen den Enden der Sanduhr, wie in Abb. 3.8
angedeutet. Die beiden e-Kreise um die Endpunkte von D miissen je einen Endpunkt von A und
B enthalten. O.B.d.A. nehmen wir an, dass a; und b; im linken £-Kreis liegen und q; und by im
rechten e-Kreis.

Wir konstruieren einen Weg B’, der von by iiber ay, ..., @ nach by fithrt (der gestrichelte Weg
in der Skizze). Fiir diesen Weg ist ebenfalls §z(B’, D) < «.
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3.6. Fréchet-Abstand zwischen einer Diagonalen und einer Sanduhr

Abbildung 3.8.: Fréchet-Abstand fiir alle kiirzesten Wege einer Sanduhr
(Zeichnung nach Buchin et al. [27, S. 14]))

Wenn B’ nicht der kiirzeste Weg von b nach by, ist, so gibt es zwei Punkte in B, die wir durch eine
gerade Strecke ersetzen konnen. Wir erhalten damit einen kiirzeren Weg B”” innerhalb der Sand-
uhr. Nach Lemma 3.1 ist §p(B”’, D) < §p(B’, D). Indem wir diesen Prozess fortsetzen, erhalten
wir eine Folge von Wegen, die gegen B konvergieren und damit ist §z(B, D) < 6r(B’,D) < e. O

In einer offenen Sanduhr gibt es stets eine Verbindungsstrecke zwischen den Enden der Sanduhr.
Wenn diese Enden nun, wie in Lemma 3.6, in einem &-Kreis um die Endpunkte von D liegen,
dann ist auch der Fréchet-Abstand zu D hochstens €, denn die maximale Entfernung wird an
den Enden der Strecken angenommen.

In unserem Algorithmus werden die Enden der Sanduhren von freien Intervallen (Kapitel 3.5.1)
gebildet. Alle Punkte eines freien Intervalls sind nicht weiter als € von einem Diagonal-Endpunkt
entfernt, damit konnen wir Lemma 3.6 anwenden. Wir konnen das Entscheidungsproblem fiir
alle kiirzesten Wege einer Sanduhr 16sen, indem es fiir irgendeinen kiirzesten Weg losen. Wir
konnen also beliebige Punkte in den freien Intervallen wéahlen.

3.6.1. Fréchet-Abstand zwischen einer Diagonalen und mehreren Sanduhren

Als Néchstes wollen wir das Entscheidungsproblem fiir eine Diagonale und eine Menge von
Sanduhren l6sen, die jeweils ein Endstiick gemeinsam haben.

Wir wéhlen einen beliebigen Punkt auf dem gemeinsamen Ende der Sanduhren. Dann kdnnen
wir mit Lemma 3.6 und dem nun folgenden Lemma 3.7 das Entscheidungsproblem in linearer
Zeit l6sen.

Lemma 3.7 [27, Lemma12]

Gegeben sind eine Diagonale, ein Polygon Q mit m Eckpunkten und eine Menge {w1, wo, . .., Wn }
von Punkten auf dem Rand des Polygons. Das Entscheidungsproblem fiir den Fréchet-Abstand
zwischen der Diagonalen und den m — 1 kiirzesten Wegen m(w, w;) fiir i = 2,...,m kann in
O(m) gelost werden.

Beweis. Zuerst fiigen wir die Punkte w1, ws, ..., Wy, zu den Eckpunkten des Polygons hinzu.
Dann bestimmen wir die kiirzesten Wege von w; zu allen anderen Eckpunkten des Polygons.
Der Algorithmus von Guibas et al. [64] kann dies in O(m) leisten. Wahrend der Algorithmus die
Eckpunkte des Polygons besucht, priifen wir, ob der Fréchet-Abstand zwischen der Diagonalen
und den kiirzesten Wegen von w1 nach w; (fliri = 2, ..., m) kleiner oder gleich ¢ ist. Wir erstellen
zu diesem Zweck ein Free-Space-Diagramm zwischen der Diagonalen und den kiirzesten Wegen.
Dieses Free-Space-Diagramm besteht nur aus einer Spalte.
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Kapitel 3. Der Fréchet-Abstand fir einfache Polygone

Wir wollen hier nicht auf die Details des Algorithmus von Guibas et al. [64] eingehen. In Kapi-
tel 5.5 haben wir unsere Implementierung beschrieben und auch die wichtigste Datenstruktur
des Algorithmus skizziert (Abb. 5.4). Der Algorithmus benutzt diese Datenstruktur, um Punkt
fiir Punkt kiirzeste Wege zu konstruieren. Gleichzeitig mit dieser trichterférmigen Datenstruktur
konnen wir unser Free-Space-Diagramm aktualisieren. Mit jedem Punkt, der zu dem kiirzes-
ten Weg hinzugefiigt wird, berechnen wir eine weitere Zelle des Free-Space-Diagramms. Dies
kann in konstanter Zeit erfolgen. Ebenso kénnen die erreichbaren Intervalle in konstanter Zeit
aktualisiert werden.

Immer, wenn der Algorithmus einen der Punkte wo, ..., Wy, erreicht, kénnen wir ermitteln, ob
dieser Punkt im Free-Space-Diagramm erreichbar ist. Damit entscheiden wir, ob der Fréchet-
Abstand zwischen der Diagonalen und dem kiirzesten Weg m(w-,wy,) kleiner oder gleich ¢
ist. m|

3.7. Erreichbarkeits-Graphen

In Kapitel 2.7 haben wir Erreichbarkeits-Strukturen erstellt, um giiltige Pfade im Free-Space-
Diagramm zu finden. Im Algorithmus fiir einfache Polygone suchen wir ebenfalls giiltige Pfade,
miissen aber zusatzlich die giiltigen Platzierungen von Diagonal-Endpunkten berticksichtigen
(siehe Kapitel 3.5).

Zu diesem Zweck tiiberfiihren wir die Erreichbarkeits-Struktur in eine Datenstruktur, die fiir
unseren Algorithmus besser zu handhaben ist. Wir iibertragen die Erreichbarkeits-Struktur in
einen gerichteten Graphen, den Erreichbarkeits-Graphen (Reachability Graph, RG).

Jedes Intervall der Erreichbarkeits-Struktur bildet einen Knoten im Erreichbarkeits-Graphen.
Kanten des Graphen entstehen zwischen erreichbaren Intervallen. Ein Erreichbarkeits-Graph
enthilt O(mn) Knoten und O((mn)?) Kanten.

Der Combined Reachability Graph (CRG) ist ein Teilgraph des Erreichbarkeits-Graphen, welcher
nur die Kanten mit giiltigen Platzierungen der Diagonal-Endpunkte enhélt. Der Combined Re-
achability Graph setzt also die geforderte Bedingung aus Kapitel 3.5 um. In Kapitel 5.6 werden
wir uns ausfiihrlich mit der effizienten Implementierung von Combined Reachability Graphs
beschéftigen.

Im Laufe des Algorithmus fiir einfache Polygonen werden wir Erreichbarkeits-Strukturen fiir
Teile des Free-Space erstellen, in Erreichbarkeits-Graphen iiberfiihren und dann die Erreichbar-
keits-Graphen weiter verarbeiten.

Wie wir in Kapitel 2.7.1 gesehen haben, entstehen die Intervalle der Erreichbarkeits-Struktur
durch einen fortgesetzten Prozess der Unterteilung von Free-Space-Intervallen. Fiir mehrere
Erreichbarkeits-Strukturen kénnen damit auch unterschiedliche Intervall-Einteilungen entste-
hen. Bei der Abbildung auf Erreichbarkeits-Graphen benétigen wir hingegen eine einheitliche
Unterteilung, um die Intervalle eindeutig den Knoten der Graphen zuordnen zu kénnen. Damit
werden wir uns in Kapitel 5.6 beschéftigen.
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3.8. Konvexe Zerlegung und Triangulierung

Einen weiteren Baustein fiir den Algorithmus bildet die Zerlegung eines der beiden Polygone
in konvexe Teile. In Kapitel 3.13.1 werden wir sehen, dass die Anzahl der konvexen Teile einen
wichtigen Faktor fiir die Gesamtlaufzeit des Algorithmus darstellt. Wir machen uns deshalb die
Miihe, beide Polygone zu zerlegen und wihlen dasjenige mit den wenigsten Teilen.

Ein optimale konvexe Zerlegung ist erstrebenswert, aber die Algorithmen sind entsprechend
aufwendig. Wir konnen anstelle der optimalen Zerlegung auch mit einer Naherungslosung leben.
Verfiligbare Algorithmen zur konvexen Zerlegung und deren praktische Umsetzung diskutieren
wir in Kapitel 5.3.

Mit dgy, d1, . .., d;—1 bezeichnen wir die [ Endpunkte der Diagonalen einer konvexen Zerlegung
C von P. Die Diagonalen dieser Zerlegung nennen wir c-Diagonalen (c fiir convex). In Abb. 3.9
sind die c-Diagonalen gelb markiert.

(a) konvexe Zerlegung C (b) vereinfachte Zerlegung C’ (c) Triangulierung T

Abbildung 3.9.: Konvexe Zerlegung, c-Diagonalen (gelb) und t-Diagonalen (blau)

Vereinfachte Zerlegung Im Beweis von Lemma 3.8 werden wir sehen, dass nicht alle Bereiche
der konvexen Zerlegung C fiir die Berechnung benétigt werden. Die vereinfachte Zerlegung
C’ enthélt nur die Diagonal-Endpunkte dy, d1, . .., d;—1. Alle iibrigen Eckpunkte von P werden
entfernt (Abb. 3.9b).

Um das Entscheidungsproblem zu 16sen, werden wir Erreichbarkeits-Graphen fiir die Diagonalen
zwischen den Punkten dg, dq, . . ., dj—1 berechnen. Einige dieser Erreichbarkeits-Graphen werden
wir aus den Erreichbarkeits-Strukturen ableiten (Kapitel 3.9). Andere Erreichbarkeits-Graphen
entstehen durch Zusammenfiigen (Kapitel 3.12). Die Berechnung baut auf einer Triangulierung
des Polygons P auf.

Triangulierung Zu diesem Zweck erstellen wir eine Triangulierung T der vereinfachten Zer-
legung. Eine Triangulierung kann leicht auf Basis der konvexen Zerlegung erstellt werden, in-
dem wir Facher von Diagonalen in die konvexen Teile einfiigen. Wir nennen diese Diagonalen
t-Diagonalen (t fiir Triangulierung). Auch die Randsegmente der vereinfachten Zerlegung C’ be-
zeichnen wir als t-Diagonalen. In Abb. 3.9¢ sind die t-Diagonalen blau markiert. Die vereinfachte
Triangulierung T enthilt somit c-Diagonalen und t-Diagonalen.
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3.9. Aufteilung des Free-Space

Die Diagonal-Endpunkte dg, d1, . . ., d;—-1 nummerieren wir entsprechend der Orientierung von
P. Im Folgenden schreiben wir +; und —; fiir die Addition und Subtraktion modulo I. Zwei
Punkte d; und d;,,1 sind in der vereinfachten Zerlegung C’ benachbart, ebenso sind d;_,; und d;
benachbart.

Wir betrachten nun das Free-Space-Diagramm der Randkurven von P und Q. Wenn wir die
Diagonal-Endpunkte dg, dq, ..., d;—; in das doppelte Free-Space-Diagramm eintragen, erhalten
wir wie in Abb. 3.10 eine Aufteilung des Free-Space-Diagramms in vertikale Spalten. (Dass in
der Zeichnung der linke Rand des Free-Space-Diagramms mit einem Diagonal-Endpunkt zusam-
menfallt, ist nur der vereinfachten Darstellung geschuldet. Da beide Randkurven geschlossen
sind, konnen wir das doppelte Free-Space-Diagramm an jedem beliebigen Eckpunkt von P begin-
nen lassen. Hier ist uns lediglich wichtig, dass die Diagonal-Endpunkte aufsteigend (modulo 1)
nummeriert sind.)

RG(l-1,0)
RG(0,1)
RG(1,2)
RG(2,3)
RG(l-1,0)
RG(0,1)
RG(1,2)
RG(2,3)

d.; dp d dy ... d.; dp d dy

Abbildung 3.10.: Aufteilung des doppelten Free-Space in RG-Spalten

Eine vertikale Spalte reprasentiert den Free-Space zwischen einem Abschnitt der Randkurve von
P und der gesamten Randkurve von Q. Wir berechnen fiir jede Spalte die Erreichbarkeits-Struktur
und tibertragen sie in einen Erreichbarkeits-Graphen. Fiir zwei benachbarte Diagonal-Endpunkte
d; und d;;,; bezeichnen wir den Erreichbarkeits-Graphen mit RG(i, i +; 1). Diese Erreichbar-
keits-Graphen bilden die Bausteine, aus denen wir schrittweise Erreichbarkeits-Graphen fiir die
gesamte Randkurve erstellen werden.

Wir werden dabei dhnlich vorgehen wie in Kapitel 2, indem wir benachbarte Erreichbarkeits-
Graphen zusammenfiigen. Dabei miissen wir zuséatzlich beachten, dass die Abbildungen der
c-Diagonalen (der Diagonalen der konvexen Zerlegung) auf kiirzeste Wege in Q giiltig sind. D. h.
der Fréchet-Abstand zwischen Diagonalen und kiirzestem Weg muss kleiner oder gleich ¢ sein.
Wir berechnen die Combined Reachability Graphs (Kapitel 3.7), die nur giiltige Platzierungen der
Diagonalen enthalten.

Den Combined Reachability Graph fiir einen Abschnitt des Free-Space zwischen d; und d; bezeich-
nen wir mit CRG({, j). Fiir denn Fall, dass j < i ist, meinen wir damit den Abschnitt zwischen d;
und dem zweiten Auftreten von d; in der rechten Hélfte des (doppelten) Free-Space-Diagramms.
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3.10. Die MERGE-Operation

Die MERGE-Operation verbindet zwei benachbarte Erreichbarkeits-Graphen, bzw. Combined
Reachability Graphs.

e
-

-
-

I
d; ! ! d; d; di
Abbildung 3.11.: MERGE-Operation zweier Erreichbarkeits-Graphen

In Kapitel 2.7.2 hatten wir das Zusammenfiigen zweier Erreichbarkeits-Strukturen beschrieben.
Die MERGE-Operation arbeitet auf Graphen ganz entsprechend. In Abb. 3.11 haben wir die
MERGE-Operation skizziert. Die horizontalen Rander stehen fiir benachbarte, disjunkte Ab-
schnitte der Randkurve von P. Sie werden begrenzt durch die Diagonal-Endpunkte d;, d; und
di. Die vertikalen Rdnder stehen fiir die gesamte Randkurve von Q. Die Intervalle an den Rén-
dern entsprechen den Knoten der Graphen. Erreichbare Intervalle werden im Graphen durch
gerichtete Kanten dargestellt.

Um zwei Erreichbarkeits-Graphen zu verbinden, bilden wir zunachst deren Vereinigung. In den
vertikalen Réndern verbinden wir die Kanten: je zwei Kanten (a, b) und (b, ¢) ersetzen wir durch
eine neue Kante (a, c¢). Fiir die vertikalen Rénder bilden wir somit den transitiven Abschluss.

In Kapitel 5.6.3 und in den Kapiteln 6 bis 8 werden wir uns sehr ausfiihrlich mit der Implemen-
tierung der MERGE-Operation befassen.

3.11. Die COMBINE-Operation

Die COMBINE-Operation wendet die giiltigen Platzierungen auf einen Graphen an.

Fiir einen Combined Reachability Graph CRG (i, j) wollen wir sicherstellen, dass die Diagonale
de giiltig platziert ist. Die Diagonale wird durch eine Shortest-Path-Abbildung auf einen kiir-
zesten Weg in Q abgebildet. Die Platzierung ist giiltig, wenn der Fréchet-Abstand zwischen
Diagonale und kiirzestem Weg kleiner oder gleich ¢ ist.

In Kapitel 3.6.1 haben wir die Berechnung der giiltige Platzierungen beschrieben. Wir berechnen
initial die giiltigen Platzierungen fiir alle c-Diagonalen und speichern sie in geeigneter Weise ab.

Das Ergebnis der COMBINE-Operation ist ein Teilgraph, in dem nur giiltige Platzierungen von
Diagonal-Endpunkten enthalten sind. Auch hier werden wir uns Gedanken iiber die Implemen-
tierungen machen; die giiltigen Platzierungen sollten in einer Datenstruktur abgelegt werden,
die sich leicht auf Erreichbarkeits-Graphen anwenden 14sst.

47



Kapitel 3. Der Fréchet-Abstand fir einfache Polygone

3.12. Berechnung der Combined Reachability Graphs

Wir beschreiben nun, wie wir die Combined Reachability Graphs rekursiv konstruieren konnen.
Ausgehend von den Erreichbarkeits-Graphen fiir einzelne Spalten des Free-Space entstehen
schrittweise Combined Reachability Graphs, die immer grol3ere Teile des Free-Space reprasen-
tieren.

Lemma 3.8 [27, Lemma 9]
Fiir jede c-Diagonale oder t-Diagonale (d;, dj) von T trifft einer der vier folgenden Fille zu:

(C1)  (di,d;) ist eine c-Diagonale mit j = i +; 1. Dann ist

CRG(i,j) = COMBINE(RG(i,J)) .

(T1)  (d;, d;) ist eine t-Diagonale mit j = i +; 1. Dann ist

CRG(i,j) = RG(i,J).

(C2)  (dj,d;) ist eine c-Diagonale mit j # i +; 1. Dann ist
CRG(i,j) = COMBINE(MERGE(CRG(i, h), CRG(h,j))),

wobei (d;, dp,, d;) ein Dreieck in T¢» darstellt.

(T2)  (d;, d;) ist eine t-Diagonale mit j # i +; 1. Dann ist
CRG(i,j) = MERGE(CRG(i, h), CRG(h,J)),

wobei (d;, dp, d;) ein Dreieck in T¢» darstellt.

Beweis. Die Fille (C1) und (C2) decken die c-Diagonalen ab (die Diagonalen der konvexen
Zerlegung), die Félle (T1) und (T2) die t-Diagonalen der vereinfachten Triangulierung T¢-.

Die Félle (C1) und (T1) folgen aus der Definition der Combined Reachability Graphs in Kapitel 3.7.
Beide Fille beschreiben in T benachbarte Diagonal-Endpunkte (modulo 1).

Fiir benachbarte Diagonal-Endpunkte berechnen wir die Erreichbarkeits-Graphen aus den Erreich-
barkeits-Strukturen, die wiederum auf dem Free-Space-Diagramm der Randkurven basieren.

c-Diagonalen werden durch eine Shortest-Path-Abbildung auf kiirzeste Wege in Q abgebildet,
deshalb miissen wir zusétzlich sicherstellen, dass die Diagonal-Endpunkte giiltig platziert sind,
d. h. dass der Fréchet-Abstand zwischen der Diagonalen und dem kiirzesten Weg kleiner oder
gleich ¢ ist. Dies leistet die COMBINE-Operation.

Fiir t-Diagonalen ist die Priifung auf giiltige Platzierungen nicht erforderlich. Der Wertebereich
einer Shortest-Path-Abbildung o: Ec — Q besteht aus der Randkurve und den c-Diagonalen. Die
t-Diagonalen werden von ¢ entweder gar nicht abgebildet, oder sie werden auf die Randkurve
abgebildet.

Fiir die Fille (C2) und (T2) betrachten wir eine Diagonale (d;, dj), mitj # i+; 1. d; und d; sind in
der Triangulierung T¢- nicht benachbart. Somit gibt es in T¢» mindestens ein an d;d; angrenzendes

Dreieck A = (d;, dp, d;). Fiir den Fall, dass zwei Dreiecke an ?d] angrenzen, wahlen wir dj so,
dass dj zwischen d; und d; liegt (,modulo [*). Falls i < j ist, wahlen wir dj so, dassi < h < j.
Falls j < i ist, wahlen wir dj so, dass h < j oder i < h ist.
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Ein Pfad im Free-Space-Diagramm zwischen d; und d; ist genau dann giiltig, wenn die beiden
Teilpfade zwischen d; und dj und zwischen dj, und d; giiltig sind. Der erste Teilpfad muss in
CRG(i, h) liegen, der zweite Teilpfad muss in CRG(h, j) liegen. Indem wir die beiden Graphen
mit der MERGE-Operation verbinden, kommen wir zu Fall (T2).

Im Fall (C2) muss aufferdem noch die Platzierung von (d;, d;) giiltig sein. Dies stellen wir wieder
durch die COMBINE-Operation sicher, die nur giiltige Platzierungen iibernimmt. |

Man beachte, dass die Triangulierung Tc» nur zum Einsatz kommt, wenn j # i +; 1. Falls d; und
d; benachbart sind, wird T¢r nicht benétigt. Aus diesem Grund konnten wir in Kapitel 3.8 die
Randbereiche von E¢ zwischen d; und d;,,; aus der Triangulierung entfernen.

Mit Lemma 3.8 kénnen wir nun schlief8lich die Lésung des Entscheidungsproblems angehen.
Ahnlich wie in Kapitel 2.8 suchen wir einen giiltigen Pfad im (doppelten) Free-Space-Diagramm.
Ein giiltiger Pfad beginnt in einem Intervall [d;_,1, d;) am unteren Rand (der linken Hélfte) des
Free-Space-Diagramms und er endet im Intervall [d;_,1, d;) am oberen Rand (der rechten Haélfte)
des Free-Space-Diagramms (siehe Abb. 3.12).

Ob es eine Verbindung zwischen diesen Intervallen gibt, ermittelt der Erreichbarkeits-Graph
G = MERGE(RG(i —; 1,i), CRG(i,i —; 1), RG(i —; 1,1))

Wenn G eine Kante zwischen [d;_,1, d;) und [d;_;1, d;) enthélt, so gibt es einen giiltigen Pfad und
eine positive Losung des Entscheidungsproblems.

RG(1,2) CRG(2,1) RG(1,2) RG(l-1,0) CRG(0,l-1) RG(l-1,0)
dp dop d;  dz ... dig dp d;  dp .. dp do di  dz ... dip dp d; dp
(a) G = MERGE( RG(1,2), CRG(2,1), RG(1,2)) (b) G = MERGE( RG(l — 1,0), CRG(0,1 - 1), RG(l - 1,0))

Abbildung 3.12.: Zwei moégliche Losungen im Free-Space-Diagramm. Gelb: die giiltigen Pfade.

Memoisierung

Um das wiederholte Berechnen von Combined Reachability Graphs zu vermeiden, wenden wir
die Technik der Memoisierung an. Bereits berechnete Combined Reachability Graphs werden in
einer Datenstruktur vorgehalten und bei Bedarf aus dieser Datenstruktur abgerufen.
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3.13. Der Entscheidungsalgorithmus

Nun haben wir alle Voraussetzungen, um mit Listing 3.1 den Entscheidungsalgorithmus fiir
einfache Polygone zu formulieren [27, S. 15].

1 bool decide—frechet—distance(P, Q, €)

2 {

3 berechne zwei ndherungsweise optimale konvexe Zerlegungen von P und Q
4 C = die Zerlegung mit den wenigsten Teilen

5 [ = Anzahl der Diagonal—Endpunkte in C

6 C’ = vereinfachte Zerlegung von C

7 T¢r = Triangulation von C’

8

9 berechne das Free—Space—Diagramm(P, Q, €) der Randkurven

10

11 'FOI’iE{O,...,l—l}

12 berechne und memoisiere RG(i, i +; 1)

13

14 for d € { c—Diagonalen von C }

15 for Platzierungen der freien Intervalle im Free—Space

16 if 8p(d,s) < e, s = kiirgester Weg in einer Sanduhr
17 speichere eine giiltige Platzierung

18

19 ‘FOFiE{O,...,l—l)

20 berechne und memoisiere CRG(i,i —; 1) anhand T¢

21 G = MERGE( RG(i —; 1,1), CRG(i,i —; 1), RG(i —; 1,1) )
22 if G enthdlt eine Kante von [d;_1, d;) nach [di—1, d;)

23 return true

24

25 return false

2

Listing 3.1: Entscheidungsalgorithmus fiir einfache Polygone

In den Zeilen 3-17 werden die Datenstrukturen vorbereitet.

In Zeile 3 berechnen wir konvexe Zerlegungen von P und Q. Da die Anzahl der konvexen Teile
einen wichtigen Faktor fiir die Gesamtlaufzeit darstellt, wihlen wir die Zerlegung mit den we-
nigsten Teilen. Die Zerlegungen sollten ndherungsweise optimal sein, d. h. sie sollten sich nur
um einen konstanten Faktor von einer optimalen Losung unterscheiden. Wenn wir die Gro3e
der Zerlegung mit k bezeichnen und die Grofe einer optimalen Zerlegung mit c(P), dann ist
k € O(min{c(P), c(Q)}). Fiir [, die Anzahl der Diagonal-Endpunkte ist [ < 2k.

O.B.d.A. bezeichnen wir im Weiteren das Polygon mit den wenigsten konvexen Teilen mit P.
Wenn Q weniger Teile hat, tauschen wir einfach die Rollen.

In den Zeilen 6-7 berechnen wir eine (facherformige) Triangulation der vereinfachten Zerlegung
nach Kapitel 3.8.

In Zeile 9 berechnen wir das Free-Space-Diagramm fiir die Randkurven. Anschlief3end (in den
Zeilen 11-12) berechnen wir Erreichbarkeits-Strukturen und tiberfithren sie in Erreichbarkeits-
Graphen (siehe Kapitel 3.7). Wir speichern die Graphen in einer Memoisierungs-Struktur.
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In den Zeilen 14-17 priifen wir fiir alle Platzierungen von c-Diagonalen, ob es sich um gilti-
ge Platzierungen handelt. Dazu betrachten wir die freien Intervalle und wahlen jeweils einen
beliebigen Punkt aus einem freien Intervall. Dann l6sen wir, wie im Beweis von Lemma 3.7
beschrieben, das Entscheidungsproblem und speichern die giiltigen Platzierungen.

Die Zeilen 19-23 bilden den Hauptteil des Algorithmus. Hier werden nach Lemma 3.8 die
Combined Reachability Graphs berechnet. In Zeile 22 geben wir eine positive Antwort, falls ein
giiltiger Pfad existiert. Der Algorithmus liefert uns keine konkrete Instanz eines giiltigen Pfads.
Falls gewiinscht, kénnen wir aber einen giiltigen Pfad aus den memoisierten CRGs rekonstruieren
(siehe Kapitel 5.8).

3.13.1. Komplexitatsanalyse

Laufzeit Wir summieren die Laufzeit des Algorithmus zur Losung des Entscheidungsproblems
aus Listing 3.1.

Die Berechnung der konvexen Zerlegung kostet fiir eine optimale Lésung O(n*). Naherungsalgo-
rithmen liefern Losungen z. B. in O(n) oder O(n log n). In Kapitel 5.3 diskutieren wir die Wahl
eines Ndherungsalgorithmus unter praktischen Aspekten.

Die Anzahl der konvexen Teile bezeichnen wir mit k. Die Anzahl der Diagonal-Endpunkte ist
[ = O(k). Die konvexe Zerlegung C und die vereinfachte Zerlegung C’ haben O(k) Elemente. Die
Triangulierung T¢» kann in O(k) berechnet werden, indem wir facherférmig t-Diagonalen in die
konvexe Zerlegung C’ einfiigen.

Das Free-Space-Diagramm der Randkurven in Zeile 9 kann in O(mn) berechnet werden.

Fiir die Berechnung der Erreichbarkeits-Graphen in Zeile 12 benétigen wir zunéchst die Erreich-
barkeits-Strukturen zwischen benachbarten Diagonal-Endpunkten. Jeder Streifen des Free-Space
(Kapitel 3.9) besteht aus m X n; Zellen miti = 1,...[ und ) n; = n. Die Erreichbarkeits-Struk-
turen konnen damit in

O( iy mn; 108("1711')) = O(mnlog mn)

berechnet werden (siehe Kapitel 2.7.3).

Zur Abbildung der Erreichbarkeits-Strukturen auf Erreichbarkeits-Graphen berechnen wir eine
Unterteilung der Free-Space-Intervalle (siehe Kapitel 5.6.1). Dies kann in O(mn log mn) gesche-
hen. Mit Hilfe dieser Unterteilung und den Erreichbarkeits-Strukturen konnen die Erreichbar-
keits-Graphen insgesamt in O(k(mn)?) Schritten berechnet werden.

In den Zeilen 14-17 berechnen wir fiir alle c-Diagonalen die giiltigen Platzierungen. Fiir einen
einzelnen Diagonal-Endpunkt kann dies nach Lemma 3.7 in O(m) geschehen. Fiir eine Diagonale
kann die Priifung in O(m?) durchgefiihrt werden, fiir alle Diagonalen in O(km?).

In den Zeilen 19-23 berechnen wir rekursiv die Graphen CRG(i, j). Dank der Memoisierungs-
Technik wird jeder Graph fiir die c-Diagonalen und die t-Diagonalen von T nur einmal berechnet.
Es gibt O(k) t-Diagonalen. Insgesamt werden O(k) Combined Reachability Graphs berechnet
und memoisiert. Jeder rekursive Aufruf enthélt hochstens eine MERGE- und eine COMBINE-
Operation. In Zeile 21 benétigen wir eine weitere MERGE-Operation. Insgesamt kommen wir
damit auf O(k) MERGE- und COMBINE-Operationen.

Die zu einer Diagonalen benachbarten Dreiecke (Lemma 3.8, Fille (T2) und (C2)) konnen in
konstanter Zeit ermittelt werden, wenn die Triangulierung T¢ in einer geeigneten Datenstruktur
abgelegt ist (siehe Kapitel 5.4).
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Kapitel 3. Der Fréchet-Abstand fir einfache Polygone

Als Teil der MERGE-Operation bilden wir den transitiven Abschluss zweier Graphen. Der Auf-
wand zur Berechnung des transitiven Abschlusses entspricht dem einer Multiplikation zweier
Matrizen mit O(mn) Zeilen und Spalten. Dies wird z. B. plausibel, wenn man den Graphen mit
Hilfe einer Adjazenzmatrix realisiert.

Den Aufwand fiir die Multiplikation zweier Matrizen mit N Zeilen bezeichnen wir mit T(N). Die
theoretische Untergrenze fiir die Matrizenmultiplikation liegt bei Q(N?). Die besten bekannten
Algorithmen kommen auf eine asymptotische Komplexitit von O(N237%). Fiir die praktische
Umsetzung eignen sich aber vermutlich eher Algorithmen mit O(N3/log N). Wir werden darauf
in Kapitel 6 genauer eingehen.

Die COMBINE-Operation priift die giiltigen Platzierungen eines Erreichbarkeits-Graphen mit
O((mn)?) Kanten.

Fiir die Schleife in Zeile 19-23 benotigen wir damit O(k - T(mn)) Schritte. Die Iteration iiber die
Diagonal-Endpunkte in Zeile 19 erhoht die Komplexitit nicht, da wir zuvor berechnete Resultate
aus der Memoisierungs-Struktur abrufen. Die Abfrage eines giiltigen Pfads in Zeile 22 kann in
O(mn) geschehen.

Zusammenfassend kénnen wir feststellen, dass die Laufzeit des Algorithmus durch die Schleife
in Zeile 19-23 mit

O(k - T(mn))

dominiert wird. Dadurch wird auch der Aufwand fiir die Berechnung der konvexen Zerlegung
dominiert. Die entscheidenden Faktoren fiir die Laufzeit des Algorithmus sind also zum einen die
Anzahl der konvexen Komponenten und zum anderen der Aufwand fiir den transitiven Abschluss
der Erreichbarkeits-Graphen.

Fiir unsere Implementierung haben wir in Kapitel 9.1 Messungen durchgefiihrt, die sich mit
dieser Analyse decken.

Speicherplatz  Wir benétigen Speicherplatz fiir O(k) Erreichbarkeits-Graphen und O(k) Com-
bined Reachability Graphs. Jeder diese Graphen hat O((mn)?) Eintrige. Der Speicherplatz fiir
das Free-Space-Diagramm benétigt dagegen nur O(mn). Damit betragt der insgesamt benotigte
Speicherplatz O(k - (mn)?).

3.14. Der Optimierungsalgorithmus

Zur Berechnung des Fréchet-Abstands fiir einfache Polygone verwenden wir das gleiche Verfah-
ren wie in Kapitel 2.5 fiir Polygonziige. Wir bestimmen eine Menge von kritischen Werten und
fiihren dann eine Bindrsuche durch, wobei wir in jedem Schritte der Suche das Entscheidungs-
problem l6sen.

3.14.1. Kritische Werte

Kritische Werte der Randkurven Die kritischen Werte der Randkurve vom Typ (a) bis (c) sind
ebenso kritische Werte fiir den Fréchet-Abstand der Polygone. Es gibt O(m?n + n?m) solche
kritischen Werte, ihre Berechnung haben wir in Kapitel 2.5.1 beschrieben.

Kritische Werte fiir Diagonalen und kiirzeste Wege Zusatzlich kommen noch kritische Werte
fiir den Fréchet-Abstand zwischen einer Diagonalen und einem kiirzesten Weg in Q hinzu. Die
kritischen Werte vom Typ (a) betreffen die Endpunkte der Diagonalen und des kiirzesten Weges.
Sie werden bereits in den kritischen Werten vom Typ (b) der Randkurve erfasst.
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3.15. Weitere Ergebnisse

Wir erinnern uns, dass das Free-Space-Diagramm fiir eine Diagonale und einen kiirzesten Weg
nur aus einer Spalte besteht (Kapitel 3.6.1). Ein monotoner Pfad in diesem Free-Space-Diagramm
kreuzt somit nur horizontale Zellenrander. Die kritischen Werte vom Typ (b) und (c) miissen
deshalb nur fiir die inneren Punkte des kiirzesten Weges berechnet werden. Die inneren Punkte
eines kiirzesten Weges sind immer konkave Eckpunkte des Polygons Q. Ein konkaver Eckpunkt
hat einen Innenwinkel, der grof3er als 7 ist.

Wir berechnen also die kritischen Werte vom Typ (b) und (c) fiir jede Diagonale von To» und
fiir alle konkaven Eckpunkte von Q. Fiir jede Diagonale gibt es O(m) kritische Werte vom Typ
(b), die alle jeweils in konstanter Zeit berechnet werden kénnen. Es gibt O(m?) kritische Werte
vom Typ (c), die wiederum in konstanter Zeit berechnet werden koénnen. Die Berechnung der
kritischen Werte vom Typ (b) und (c) erfolgt wieder so, wie wir sie in Kapitel 2.5.1 beschrieben
haben.

Insgesamt erhalten wir O(km?) kritische Werte fiir Diagonalen und kiirzeste Wege.

Parametrische Suche? Die Parametrische Suche von Megiddo [79] und Cole [43] bringt uns
hier keine Vorteile, denn die Gesamtlaufzeit wird durch die Aufrufe zur Losung des Entschei-
dungsproblems dominiert. Beim Algorithmus von Alt und Godau [13] lag die Situation etwas
anders, da dort der Aufwand zum Sortieren der kritischen Werte dominierend war. Anstelle der
Parametrischen Suche konnen wir also auch eine Bindrsuche (Kapitel 2.5.2) verwenden. Die
Bindrsuche ist im Ubrigen auch sehr viel leichter zu implementieren (Kapitel 5.7).

3.14.2. Komplexitatsanalyse

Wir berechnen O(m?n + n?m) kritische Werte. Zum Sortieren der kritischen Werte benétigen wir
O((m?n + n?m) log mn) Schritte. Die Binirsuche fiihrt O(log mn) Schritte aus, in denen jeweils
das Entscheidungsproblem in O(kT(mn)) gelost wird. Zur Berechnung des Fréchet-Abstands fiir
einfache Polygone benétigen wir somit

O(k - T(mn) - log mn)

Schritte. Der Platzbedarf wird durch die Daten fiir das Entscheidungsproblem dominiert und
betriagt O(k - (mn)?).

3.15. Weitere Ergebnisse

Die Frage, ob der Fréchet-Abstand fiir Flachen im Allgemeinen berechenbar ist, wurde noch nicht
abschlief3end beantwortet. Godau [60] zeigt, dass das Problem NP-schwer ist. Alt und Buchin
[10, 12] zeigen, dass das Problem semi-berechenbar ist: der Wert des Fréchet-Abstands lésst sich
von oben annédhern, man kann aber nicht sagen, wie schnell diese Anndherung konvergiert.

Einen weiteren grof3en Schritt hin zur Beantwortung der Frage haben Nayyeri und Xu [81, 82]
gemacht. Sie zeigen die Berechenbarkeit fiir Polygone mit bestimmten Eigenschaften in R3. Park
et al. [87] und Neumann [83] kommen mit einem anderen Berechnungsmodell zu interessanten
Ergebnissen iiber die Berechenbarkeit des Fréchet-Abstands fiir zweidimensionale Flachen.

Der Algorithmus von Buchin et al. [27] fiir einfache Polygone ist der erste erfolgreiche Ansatz,
um den Fréchet-Abstand fiir eine bestimmte Klasse von zweidimensionalen Flachen effizient
zu berechnen. Buchin et al. [29] erweitern den vorliegenden Algorithmus auf Polygone mit
einem Loch. Nayyeri und Sidiropoulos [80] zeigen, dass das Problem auch mit einer konstanten
Anzahl von Lochern effizient 16sbar ist. Hingegen ist das Problem fiir Polygone mit beliebig vielen
Lochern bereits NP-schwer [29].
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Fiir einige andere Klassen von Flachen ist die Berechnung ebenfalls NP-schwer [29]. Damit bleibt
nur wenig Spielraum fiir effiziente Algorithmen. Cook et al. [46, 47] stellen polynomielle Algo-
rithmen fiir bestimmte Klasse von gefalteten Polygonen vor. Buchin et al. [31] betrachten zeitlich
veranderliche Kurven, die sich auch als Flachen interpretieren lassen.

3.15.1. Eine Variante des Algorithmus

Cordell [49] stellt eine Variante des Algorithmus von Buchin et al. [27] vor, die auf einer anders
konstruierten Erreichbarkeits-Struktur aufbaut. Diese Datenstruktur kann die MERGE-Opera-
tion, die einen wichtigen Faktor fiir die Gesamtlaufzeit darstellt, in O(n?m? +n®m?) durchfiihren.

Theoretisch liegt unser Algorithmus mit T(mn) = O((mn)*37®) zwar geringfiigig besser, realis-
tisch ist aber eher T(mn) = O((mn)?/log mn), wie wir in Kapitel 6 darlegen werden. Der Algo-
rithmus von Cordell [49] verspricht also eine Beschleunigung um nahezu einen linearen Faktor.
Andererseits sind seine Datenstrukturen deutlich komplexer als unsere Booleschen Matrizen,
bringen also auch hohe konstante Faktoren mit sich. Ein Vergleich zwischen Implementierungen
der beiden Algorithmen koénnte interessant sein. Als interessantes ,,Nebenprodukt“ kann die Da-
tenstruktur von Cordell [49] einen giiltigen Pfad unmittelbar aus der Erreichbarkeits-Struktur
ableiten.
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4

Der k-Fréchet-Abstand

Wir befassen uns nun mit einer weiteren Variante des Fréchet-Abstands, die kiirzlich von Buchin
und Ryvkin [6, 7, 40] vorgestellt wurde. Der k-Fréchet-Abstand eignet sich als Maf fiir Kurven, de-
ren Ahnlichkeit sich besser stiickweise beschreiben l4sst. AuRerdem stellt der k-Fréchet-Abstand
einen natiirlichen Ubergang zwischen zwei bereits bekannten Abstandsmafen dar. Als Anwen-
dungsbeispiel kommt die Erkennung von Handschriften in Frage. In Abb. 4.1 haben die mittlere
und rechte Kurve einen hohen 2-Fréchet-Abstand, aber einen niedrigen 3-Fréchet-Abstand. Die
Ahnlichkeit der Kurven wird erst ersichtlich, wenn wir sie in drei Teile zerlegen.

Eine andere mogliche Anwendung ist die Analyse von Touristenstrémen. Touristen steuern
die gleichen Punkte (Sehenswiirdigkeiten) an. Sie machen dies oft, aber nicht immer, in der
gleichen Reihenfolge. Der k-Fréchet-Abstand kann ein Maf3 dafiir sein, wie hdufig die Touristen
gemeinsamen Wegen folgen.

4

Abbildung 4.1.: Stiickweise Ahnlichkeit; drei Schreibweisen des Buchstabens ,,b*

Viele Fragen zum k-Fréchet-Abstand sind noch Gegenstand der Forschung. Wir zeigen einige
aktuelle Ergebnisse und Algorithmen. Die Ausfiihrungen dieses Kapitels folgen den Arbeiten von
Buchin und Ryvkin [6, 7, 40].

Unser Beitrag Als Ergdnzung der Arbeiten von Buchin und Ryvkin [6, 7, 40] konnen wir zwei
eigene Ergebnisse beisteuern. In Kapitel 4.5.1 beantworten wir eine offene Frage zum Néhe-
rungsfaktor eines Algorithmus. In Kapitel 4.6.2 stellen wir zwei parametrisierte Algorithmen vor.

Unsere Implementierung (siehe auch Kapitel 5.10) ist die erste Umsetzung der hier vorgestellten
Algorithmen.
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4.1. Der schwache Fréchet-Abstand

Als Vorbereitung fiir den k-Fréchet-Abstand fiihren wir zunéchst den schwachen Fréchet-Abstand
ein. Der Unterschied zum (starken) Fréchet-Abstand besteht darin, das die Reparametrisierungen
von P und Q nicht monoton sein miissen.

Definition 4.1 schwacher Fréchet-Abstand

Gegeben sind zwei Kurven P,Q: A — R? mit A ¢ R¥; z.B. A = [0, 1].
Der schwache Fréchet-Abstand ist definiert als:

6,¢(P,Q) = inf max || P(o(s)) — Q(z() |

iiber alle stetigen und surjektiven Reparametrisierungen o,7: A — A.

Ubertragen auf das Bild vom Mann und der Hundeleine bedeutet dies: beim (starken) Fréchet-
Abstand hatten wir darauf bestanden, dass sich Mann und Hund immer vorwérts bewegen. Beim
schwachen Fréchet-Abstand diirfen sowohl Mann als auch Hund beliebig oft die Richtung wech-
seln. Sie diirfen auch ihren Startpunkt frei wahlen; sie miissen aber beide Kurven vollstidndig
abschreiten. Ebenso fordern wir von einem giiltigen Pfad im Free-Space nicht, dass er monoton
sein muss. Der giiltige Pfad muss beide Wertebereiche abdecken, d. h. er muss alle vier Rander
des Free-Space-Diagramms beriihren. Dazu suchen wir eine zusammenhdngende Komponente im
Free-Space, deren Projektion auf die Wertebereiche von P und Q beide Wertebereiche abdeckt.
Es ist also wichtig, zusammenhdngende Komponenten im Free-Space-Diagramm zu finden.

Die Erweiterung des schwachen Fréchet-Abstands auf Fldchen erweist sich als schwierig. Mehrere
Definitionen sind moglich, aber sie erfiillen nicht die Dreiecksungleichung, d. h. sie bilden keine
vollwertige Metrik. Der schwache Fréchet-Abstand zwischen triangulierten Oberflachen ist in
polynomieller Zeit berechenbar [11].

Variante Gelegentlich findet man in der Literatur eine etwas strengere Definition des schwachen
Fréchet-Abstands. In dieser strengeren Variante fordert man, dass die Endpunkte der Kurven
aufeinander abgebildet werden; Start- und Endpunkt des giiltigen Pfads sind dann auf (0, 0)
und (1, 1) festgelegt.

B

Abbildung 4.2.: Beispiel: zusammenhangende Komponente, nicht monotoner giiltiger Pfad

Da die Voraussetzungen fiir den (starken) Fréchet-Abstand strikter sind, kann er nicht kleiner
sein als der schwache Fréchet-Abstand:

awF(P, Q) < 6F(P7 Q)
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Abbildung 4.3.: Zwei Kurven mit kleinem &,,F, aber grof3em SF.

Nachteile des schwachen Fréchet-Abstands Der schwache Fréchet-Abstand kann die Ahnlich-
keit zwischen Kurven weniger gut erfassen als der (starke) Fréchet-Abstand. In Abb. 4.3 zeigen
wir ein Beispiel, das einen niedrigen schwachen Fréchet-Abstand besitzt, obwohl die Kurven
nicht sehr dhnlich sind.

4.1.1. Unterschiede zum Hausdorff-Abstand

Beim Hausdorff-Abstand suchen wir zu jedem Punkt von P und Q einen Punkt in der ande-
ren Menge, der nicht weiter als € entfernt ist. Im Free-Space-Diagramm bedeutet dies, dass die
Vereinigung aller zusammenhidngenden Komponenten beide Wertebereiche abdeckt. Auf die
Mann-Hund-Analogie iibertragen: Mann und Hund diirfen sich in beliebige Richtungen bewe-
gen und auch unbegrenzt oft springen. Beim schwachen Fréchet-Abstand sind hingegen keine
Spriinge erlaubt.

Die Motivation fiir ein neues Abstandsmaf besteht nun darin, die Anzahl der Komponenten (und
damit die Anzahl der Spriinge) zu begrenzen. Daraus ergibt sich ein Abstandsmalf3, welches einen
natiirlichen Ubergang zwischen Hausdorff-Abstand und schwachem Fréchet-Abstand darstellt.

4.2. Der k-Fréchet-Abstand

Die Definition des k-Fréchet-Abstands basiert auf dem schwachen Fréchet-Abstand. Wir erlauben
aulderdem, dass wir die Kurven P und Q stiickweise vergleichen. Der Parameter k beschreibt
hierbei die maximale Anzahl von ,,Stiicken®, in die wir P und Q zerlegen diirfen.

Definition 4.2 k-Fréchet-Abstand [40,S.2]

Der k-Fréchet-Abstand &§;r(P, Q) ist der kleinste Wert ¢, so dass k zusammenhéngende Kompo-
nenten die Wertebereiche des Free-Space F, von P und Q abdecken.

Daraus ergibt sich eine Unterteilung von P und Q in k Teilkurven. Um wieder das Bild von Mann
und Hund zu bemiihen: wir erlauben beiden Protagonisten gelegentlich zu einem anderen Punkt
der Kurve zu springen. Mann und Hund diirfen jeweils k — 1 Spriinge ausfiihren.

Buchin und Ryvkin [6, 7, 40] unterscheiden weiter zwischen zwei Varianten des k-Fréchet-
Abstands:

* Bei der Cover-Variante des k-Fréchet-Abstands diirfen sich die Teilkurven tiberschneiden.
* Bei der Cut-Variante wird gefordert, dass die Teilkurven disjunkt sind.

Wir werden uns im Folgenden hauptsachlich mit der Cover-Variante beschéftigen. Auch die Algo-
rithmen beziehen sich jeweils immer auf die Cover-Variante. Fiir die Cut-Variante haben Buchin
und Ryvkin [40] die NP-Vollstdndigkeit gezeigt. Weitere Ergebnisse und Algorithmen fiir die
Cut-Variante sind noch nicht bekannt.
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/

Abbildung 4.4.: Beispiel: k-Fréchet-Abstand mit k = 3

Die Projektionen der drei Komponenten decken beide Wertebereiche ab.

Das Entscheidungsproblem fragt, ob 8xr(P, Q) < ¢ fiir ein gegebenes k und €. Wir suchen k
zusammenhédngende Komponenten, die beide Wertebereiche des Free-Space F, abdecken.

Umgekehrt ist es auch interessant, fiir ein vorgegebenes ¢ das kleinstmogliche k zu finden, also
die kleinste Zahl an Teilkurven, in die wir P und Q zerlegen miissen. Dieses Optimierungs-
problem wird uns im Folgenden beschéftigen. Dazu haben wir zwei Algorithmen in Fréchet View
implementiert. In Kapitel 5.10 gehen wir auf die Details dieser Implementierung ein.

Eigenschaften Fiir wachsendes k wird &y kleiner:
Swksr(P,Q) < Sr(P,Q).

Fiir k = 1 ist der k-Fréchet-Abstand identisch mit dem schwachen Fréchet-Abstand. Fiir hinrei-
chend grof3es k (k > n?) ist der k-Fréchet-Abstand identisch mit dem Hausdorff-Abstand. Der
k-Fréchet-Abstand bildet somit einen Ubergang zwischen Hausdorff-Abstand und schwachem
Fréchet-Abstand.

Zusammenfassend kénnen wir die verschiedenen Abstandsmalf3e in folgende Ordnung bringen:

Su(P, Q) < Skr(P, Q) < Sir(P,Q) = Sur(P,Q) < 8r(P, Q)

N— [ — —
Hausdorff-Abstand k-Fréchet-Abstand schwacher (starker)
Fréchet-Abstand Fréchet-Abstand

4.3. NP-Vollstandigkeit

Interessanterweise ist aber der k-Fréchet-Abstand trotz der Ahnlichkeiten deutlich schwieriger zu
berechnen als der schwache Fréchet-Abstand. Wiahrend sowohl der schwache Fréchet-Abstand
als auch der Hausdorff-Abstand in polynomieller Zeit berechenbar sind, ist die Berechnung des
k-Fréchet-Abstands NP-vollstindig. Diese zunéchst iiberraschende Tatsache wird dadurch ver-
standlich, dass die Berechnung des k-Fréchet-Abstands ein kombinatorisches Teilproblem enthilt,
denn wir miissen aus einer Menge von Intervallen eine Auswahl treffen.

Zunichst kann man sich leicht klar machen, dass das Entscheidungsproblem des k-Fréchet-
Abstands in NP enthalten ist. Wir konnen eine Losung in polynomieller Zeit verifizieren, indem
wir die Komponenten des Free-Space auf die Wertebereiche projizieren und priifen, ob beide
Wertebereiche durch die ausgewahlten Komponenten abgedeckt werden.
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4.3. NP-Vollstandigkeit

4.3.1. NP-Reduktionen

Akitaya et al. [6, 7] zeigen die NP-Vollstdndigkeit der Cover-Variante des k-Fréchet-Abstands,
indem sie eine Reduktion von einer Variante des bekannten 3-SAT-Problems durchfiihren. Die
Konstruktion dieser Reduktion ist zu aufwendig, um sie hier vorzustellen. Wir verweisen den
interessierten Leser auf Akitaya et al. [6, 7].

Cut-Variante Fiir die Cut-Variante des Problems zeigen Buchin und Ryvkin [40] eine Reduktion
vom Minimum Common String Partition Problem (MCSP, siehe auch Jiang et al. [72]). Sie ist
leichter versténdlich und gibt einen guten Einblick in die Komplexitét des k-Fréchet-Abstands.

Definition 4.3 Minimum Common String Partition Problem

Gegeben sind zwei endliche Zeichenketten A und B.

Die Zeichenketten bestehen aus Buchstaben des Alphabets ~ = {1,...,c}.

Gesucht sind Partitionierungen A = A1A;...A, und B = B1B;...B,, so dass wir zu jedem
i =1,...n ein zugehodriges j € {1,...n} finden mit A; = B;. Die Anzahl n der Partitionen soll
minimiert werden.

(0, I/c) 3 (1, I/¢)

l/c

(1/2. 0)

Abbildung 4.5.: MCSP-Reduktion: Buchstaben als T-formige Teilkurve.

Die Hohe I/c kodiert den Buchstaben I.
(Zeichnung nach Buchin und Ryvkin [40])

Die Reduktion auf den k-Fréchet-Abstand wird moglich, indem wir die beiden Zeichenketten
A und B in Kurven P und Q kodieren. Jeder Buchstabe des Alphabets wird auf eine T-formige
Teilkurve abgebildet (siehe Abb. 4.5). Da die T-férmigen Teilkurven im gleichen Punkt starten und
enden, konnen wir sie beliebig oft verketten. Eine derartige Verkettung von T-formigen Kurven
bildet damit eine Zeichenkette ab. In Anhang A.1 haben wir eine Beispieldatei angegeben, mit
der sich diese Konstruktion in unserem Programm Fréchet View nachvollziehen 14sst.

Den Parameter £ wihlen wir mit € < 1/c. Damit stellen wir sicher, dass nur gleiche Buchstaben
im Free-Space-Diagramm Komponenten bilden. Die T-Kurven von unterschiedlichen Buchstaben
haben einen grofleren Abstand. Damit ist fiir alle Paare von (Teil-)Zeichenketten P; und Q;:

Pi=Q; & &,r(P,Qj)<c¢

Im Free-Space-Diagramm stellt sich dies so dar, dass identische Teil-Zeichenketten eine zusam-
menhdngende Komponente bilden (Abb. 4.6¢). Je langer die identischen Zeichenketten sind,
desto grofder ist die Komponente. Die Aufgabe des Entscheidungsproblems, k Komponenten
zu finden, die beide Wertebereiche abdecken, ist damit gleichbedeutend mit dem Finden von
identischen Teilzeichenketten in A und B.
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.
LT+

(@) P und Q tiibereinander liegend (b) ,,Explosionszeichnung*

: 123221
@ 32221

‘.MD.

(c) zugehoriges Free-Space-Diagramm (d) Losung mit k = 3 Komponenten

Abbildung 4.6.: Beispiel fiir die MCSP-Reduktion.
(Zeichnung nach Buchin und Ryvkin [40])

Damit haben wir das NP-vollstdndige Problem MCSP auf das Entscheidungsproblem des k-Fréchet-
Abstands abgebildet. Die Optimierungsvarianten des k-Fréchet-Abstands sind damit ebenfalls
NP-vollstandig.

4.4. Brute-Force-Algorithmus

Nachdem wir die NP-Vollstdndigkeit gezeigt haben, wissen wir, dass es keinen Algorithmus in
polynomieller Zeit geben kann (es sei denn, NP=P). Wir stellen zunichst einen Brute-Force-Algo-
rithmus vor, eine erschopfende Suche in exponentieller Zeit.

Das Free-Space-Diagramm enthalt hochstens nm zusammenhédngende Komponenten. Daraus
miissen wir k Komponenten auswéhlen, die beide Wertebereiche abdecken. Die Anzahl der
moglichen Kombinationen betrégt (",Z") Die Priifung, ob eine Menge die Wertebereiche abdeckt,

konnen wir in O(k) ausfiithren.

Fiir ein gegebenes k benétigen wir damit
0 (k : (”IT)) = 0(k - (nm)¥)

Schritte. Da (TZ) < 2™ fiir alle m > k konnen wir O(n - 2™") als allgemeine Obergrenze, unab-
héngig von k, angeben. In Kapitel 5.10.4 stellen wir eine Implementierung eines Brute-Force-

Algorithmus vor.
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4.5. Naherungsalgorithmus: Greedy

Ein Algorithmus in exponentieller Zeit ist fiir praktische Anwendungen wenig geeignet. Wir zei-
gen zwei Wege, wie man den k-Fréchet-Abstand dennoch mit vertretbarem (d. h. polynomiellem)
Aufwand anwenden kann: einen Naherungsalgorithmus in Kapitel 4.5 und parametrisierte Algo-
rithmen in den Kapiteln 4.6.1 und 4.6.2, die fiir gewisse Eingabedaten eine exakte Berechnung
in polynomieller Zeit méglich machen.

4.5. Naherungsalgorithmus: Greedy

Buchin und Ryvkin [6, 7, 40] beschreiben einen Niherungsalgorithmus zur Berechnung (der
Cover-Variante) des k-Fréchet-Abstands und geben als Naherungsfaktor 2 an: die Ergebnisse des
Naherungsalgorithmus sind hochstens um das Doppelte schlechter als die optimale Losung.

Wir erinnern uns: die Aufgabe besteht darin, die zusammenhédngenden Komponenten des Free-
Space auf die Wertebereiche zu projizieren und dann k Intervalle auszuwéhlen, die beide Wer-
tebereiche abdecken. Wir bezeichnen mit Lp die Projektion der Komponenten auf die P-Achse,
mit Lq die Projektion auf die Q-Achse. Jede Komponente erzeugt zwei Intervalle und hat damit
jeweils einen Eintrag in Lp und einen weiteren in L. Die Information, welche Intervalle zu einer
gemeinsamen Komponente gehoren, konnen wir mitfiihren.

Mit einem ,,Greedy“-Ansatz kénnen wir eine optimale Loésung fiir jeweils einen Wertebereich
finden. Dazu sortieren wir zunéchst die Mengen Lp und Lg nach ihren Intervall-Untergrenzen.

Wir starten am linken Rand des Free-Space und wihlen aus allen Intervallen, die den Punkt O
enthalten das grofite, d. h. dasjenige mit der gréfiten Obergrenze, nennen wir sie r;. Dann setzen
wir die Auswahl bei r; fort und wihlen unter allen Intervallen, die r; enthalten wieder das mit
der grofsten Obergrenze. Diese Auswahl setzen wir (,,greedy”) fort, bis wir den rechten Rand
des Free-Space erreicht haben. Zu jedem Zeitpunkt des Algorithmus haben wir die minimale
Anzahl von Intervallen ausgewahlt, um den Bereich links der Auswahl abzudecken. Wenn wir
den rechten Rand des Free-Space erreichen, haben wir damit eine optimale Losung fiir diesen
einen Wertebereich gefunden.

Die ausgewdhlten Intervalle fiir die Wertebereiche bezeichnen wir mit S; und Sq. Die optimale
Losung S, fiir beide Wertebereiche kann nicht besser sein als die beiden optimalen Teillosungen:

|Sopt| 2 max{|8p|,|SQ|} .

Wir bilden die Vereinigung von S;, und S und bestimmen die Anzahl der zugehérigen Kompo-
nente (jede Komponente kann bis zu zwei Intervalle beisteuern). Im ungiinstigsten Fall wahlt
unser Greedy-Algorithmus Intervalle aus vollig unterschiedlichen Komponenten, so dass

|Sgreedy| < |SP| + |SQ| < 2- max{"SPl: |SQ|} < 2 |Sopt| .

Die Losung des Greedy-Algorithmus ist also hochstens um das Doppelte schlechter als die opti-
male Losung.

Laufzeit-Abschatzung Die Berechnung des Free-Space kann in O(nm) geschehen. Das Erstellen
und Sortieren der Listen Lp und Lq kostet O(nm log nm). Fiir die ,, greedy“-Auswahl iterieren wir
in linearer Zeit iiber die Listen, die jeweils O(nm) groB sind. Die Laufzeit des Greedy-Algorithmus
wird somit dominiert vom Aufwand, der zum Sortieren notwendig ist: O(nm log nm).

Anmerkung zur Implementierung Man kann die Greedy-Auswahl wahlweise bei der P-Achse
oder der Q-Achse starten. In unserer Implementierung in Kapitel 5.10.3 berechnen wir immer
beide Werte, in der Hoffnung, etwas bessere Abschédtzungen zu erhalten. Auf die Argumentation
von oben hat dies aber keinen Einfluss.
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Kapitel 4. Der k-Fréchet-Abstand

4.5.1. Beispiele fiir den Greedy-Naherungsfaktor

Wir haben gezeigt, dass die Greedy-Losung hochstens um den Faktor 2 schlechter als eine opti-
male Losung ist. Kann man diesen Faktor noch weiter eingrenzen, oder kann man zeigen, dass
er exakt ist?

Bei Buchin und Ryvkin [6, 7, 40] blieb diese Frage offen. Wir kdnnen sie hier beantworten. Wir
konstruieren Beispiele, mit denen wir uns dem Faktor 2 beliebig anndhern (wenn auch nicht
erreichen) konnen. Der Naherungsfaktor 2 ist also fiir den Greedy-Algorithmus tatsichlich der
bestmogliche.

Konstruktion Wir bilden zwei Kurven, die sich jeweils im Nullpunkt kreuzen. Die Kurven begin-
nen und enden an den Punkten (1/2,—1/2) bzw. (—=1/2, —1/2). Sie konnen beliebig oft verkettet
werden. Bei jeder Iteration der Verkettung verschieben wir schrittweise den Punkt (p, p), be-
ginnend bei (p, p) = (1/4,1/4) bis hin zu (p, p) = (0, 0). Die zweite Kurve Q ergibt sich durch
Drehung um 90° im Uhrzeigersinn. In Anhang A.1 haben wir eine Beispieldatei angegeben, mit
der sich die Konstruktion in Fréchet View nachvollziehen I&sst.

In Abb. 4.7a wird der Aufbau der Kurven beschrieben. Abb. 4.7b zeigt die Kurve nach mehreren
sich iiberlagernden Iterationen. In Abb. 4.9a sind schlieRlich alle Iterationen dargestellt.

0,1 (-1,0)

Q 6/ S

(-1,0 (0,1)

N

(p,-p)

/8

(a) Koordinaten

drei
Iterationen

eine zwei
Iteration Iterationen

Start

(b) mehrere Iterationen iiberlagern sich.

Abbildung 4.7.: Konstruktion der Kurven P und Q

Den Parameter € wahlen wir mit 1/2 < € < 1; fiir € < 1/2 gibt es keine Losung, fiir € > 1 nur
eine triviale. Der Wert p < 1/4 ist nicht zuféllig gewéhlt. Zwei korrespondierende Punkte (p, p)
und (+p, ¥p) diirfen nicht weiter als € = 1/2 voneinander entfernt liegen.

Das zugehorige Free-Space-Diagramm in Abb. 4.9b weist eine sehr regelméRige Struktur auf. In
Abb. 4.8 sind die Free-Space-Komponenten jeweils einer Iteration dargestellt. Je eine Iteration
der Kurven erzeugt vier Komponenten, die zusammen ein Quadrat des Free-Space abdecken.

Die GroRe der Komponenten dndert sich geringfiigig. Diese kleinen Anderungen dienen lediglich
dazu, dass die Komponenten von der Greedy-Suche in einer festgelegten Reihenfolge ausgewahlt
werden. Fiir unsere Argumentation ist diese GroRendnderung ansonsten nicht weiter bedeutsam.
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4.5. Naherungsalgorithmus: Greedy

RN A

a) erste Iteration (p, p) = (1/4,1/4)  (b) zweite Iteration (p, p) = (1/8,1/8) (c) letzte Iteration (p, p) = (0, 0)

I I 1 [

&Y . KL

Abbildung 4.8.: man sieht, dass die Komponenten schrumpfen

-

(a) verkettete, tibereinander liegende Kurven (b) das zugehorige Free-Space-Diagramm

Abbildung 4.9.: Alle Kurven zusammengesetzt.
Zusammenhingende Free-Space-Komponenten sind farblich markiert.

Wenn wir die Kurven x mal verketten, findet der Greedy-Algorithmus eine Losung mit
kgreedy = 4x — 2
Komponenten (Abb. 4.10a und 4.10c), wohingegen die optimale Losung
kope = 2x

betrédgt (Abb. 4.10b und 4.10d). Bei grof3eren Beispielen wird eine Brute-Force-Suche vermutlich
keine Losung in akzeptabler Zeit finden. Man kann sich die optimale Losung aber leicht herleiten:
je zwei hantelférmige Komponenten decken ein Quadrat ab. Die optimale Losung besteht aus
den Quadraten auf der Diagonalen des Free-Space-Diagramms. Der Naherungsfaktor

4x — 2 1

=2_=
2x b

konvergiert mit wachsendem x (= Anzahl der verketteten Kurven) gegen 2.

Zuletzt bleibt noch die Frage offen, ob man auch ein Beispiel konstruieren kann, mit dem der
Naherungsfaktor 2 exakt erreicht wird.
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Kapitel 4. Der k-Fréchet-Abstand
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(c) Greedy-Losung k = 22 (d) optimale Losung k = 12

Abbildung 4.10.: Greedy- und optimale Losungen.

Am unteren und linken Rand sind die Projektionen der Komponenten dargestellt.
Man beachte die Sortierung der Intervalle
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4.6. Parametrisierungen

4.6. Parametrisierungen

Ein weiterer Weg, um ein NP-vollstdndiges Problem beherrschbar zu machen, besteht im Finden
einer Parametrisierung.! Man versucht, das exponentielle Wachstum des Problems auf Parameter
zu begrenzen, die sich besser kontrollieren lassen.

Definition 4.4 Fixed Parameter Tractability [53, Def. 2.1.1.,S.15]

Ein Problem mit EingabegroRe n heil3t parametrisierbar (fixed parameter tractable), wenn es
eine Konstante ¢, einen Parameter k und eine Funktion f gibt, so dass das Problem in

f(k) - n¢

Schritten losbar ist.

Die Losung des Problems bleibt polynomiell in Bezug auf die Eingabegrof3e n, wéhrend die
Funktion f schneller wachsen darf (z. B. exponentiell). Wir haben das expontielle Wachstum auf
einen Parameter k eingegrenzt, der unabhéngig von n ist. Wenn es uns gelingt, den Parameter k
zu fixieren, so bleibt die Losung insgesamt in polynomieller Zeit (,tractable”). Eine Einfiihrung
in die parametrisierte Komplexitatstheorie liefern Downey und Fellows [53].

Die Schwierigkeit besteht nun im Finden von brauchbaren Parametern, die nicht von der Einga-
begrolde n abhédngig sind.

4.6.1. Eine Parametrisierung fiir den k-Fréchet-Abstand

Akitaya et al. [6, 7] stellen eine Parametrisierung fiir die Cover-Variante des k-Fréchet-Abstands
vor. Als Parameter wéhlen sie den durch das Problem vorgegebenen Parameter k (die Anzahl
der Komponenten) und zusétzlich gz, die neighborhood complexity der Eingabekurven. Um die
Analysen etwas zu vereinfachen, nehmen wir an, dass die Eingabekurven &hnlich grof sind, also
m = 0(n).

Definition 4.5 Neighborhood Complexity

Die neighborhood complexity ist die maximale Anzahl von Segmenten einer Kurve, die in einer
e-Umgebung eines Punktes der anderen Kurve verlaufen.

Andere Autoren (de Berg et al. [51]) bezeichnen solche Kurven auch als low-density Kurven. Im
Free-Space-Diagramm zeigt sich die neighborhood complexity so, dass jede horizontale oder
vertikale Linie hochstens z Komponenten schneidet. Wenn wir die Komponenten auf die Werte-
bereiche projizieren, so iiberlappen sich nie mehr als z Intervalle.

Suchbiaume

Die erschopfende Suche iiber die Intervalle modellieren wir als Suchbaum (Abb. 4.11). Ein
Knoten des Baum entspricht einer Komponente des Free-Space (bzw. deren Projektion auf einen
Wertebereich).

Einen solchen Baum kénnen wir z. B. erstellen, indem wir eine Sweep Line iiber den Free-Space
laufen lassen. Wir fithren Buch iiber die Komponenten, die von der Sweep Line geschnitten
werden. Wir nennen diese Komponenten aktiv. Es gibt zu jedem Zeitpunkt hochstens z aktive
Komponenten.

INicht zu verwechseln mit den parametrisierten Kurven aus Kapitel 1.

65



Kapitel 4. Der k-Fréchet-Abstand

AN AN N N N

6 46 78 6 78 78 6 78

Abbildung 4.11.: Free-Space-Komponenten und Suchbaum fiir den Wertebereich P
(Zeichnung nach Akitaya et al. [6, 7])

Wenn die Sweep Line an den rechten Rand einer Komponente r stof3t, so fiigen wir alle gerade
aktiven Komponenten als Nachfolger von r in den Baum ein. Ein Knoten kann nie mehr als z
Nachfolger erhalten. Der Baum wird bei Tiefe k gekappt und der Prozess hilt an, wenn die
Sweep Line den rechten Rand des Free-Space erreicht. Auf ganz dhnliche Weise kénnte man
den Suchbaum durch eine Tiefen- oder Breitensuche realisieren. In unserer Implementierung
in Kapitel 5.10.4 arbeiten wir z. B. mit einer Tiefensuche. Auf diese Weise erstellen wir zwei
Suchbaume Tp und Ty, fiir die beiden Wertebereiche von P und Q.

Ein Pfad im Baum beschreibt eine Auswahl von (bis zu k) Komponenten. Wir nennen einen Pfad
giiltig, wenn er den Wertebereich mit k Komponenten vollstdndig abdeckt. Das letzte Element
eines giiltigen Pfades (also das Blatt) beriihrt den rechten Rand des Free-Space. In Abb. 4.11
sind die Blétter der giiltigen Pfade rot markiert.

Wir berechnen die giiltigen Pfade von Tp und T;; und speichern sie in sortierten Listen ab. Wir
priifen jedes Paar von giiltigen Pfaden Sp; und S ; (mit 1 < i,j < zK). Wenn |Sp; U Sqjl £k,
so haben wir eine Losung gefunden.

Damit konnen wir das Entscheidungsproblem des k-Fréchet-Abstands in
O(nz + ksz) 4.1)

Schritten 16sen [6, 7, Theorem 3].

Beweis. Deroben beschriebene Prozess findet alle Kombinationen von k Komponenten und fiihrt
also eine erschopfende Suche durch. Die Berechnung des Free-Space kann in O(nz) durchgefiihrt
werden.
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4.6. Parametrisierungen

Die Ermittlung der Komponenten und ihrer Projektionen auf die Wertebereiche kann ebenfalls
in O(nz) geschehen.

Die Hohe eines Suchbaums ist durch k beschrénkt. Der Verzweigungsgrad (die maximale Anzahl

von Nachfolgerknoten) ist durch z beschrankt. Ein Suchbaum enthélt damit hochstens
k+1
gt =1
l+z+22+... +2=—= =0(z"
z—1
Knoten, hochstens z& Blitter und O(z¥) Pfade. Wir priifen alle Paare von Pfaden, wobei eine
Priifung in O(k) durchgefiihrt werden kann.

Insgesamt erhalten wir als Laufzeit

O(nz + z* + ZFlog k + k(z5)?) = O(nz + kz%*)

4.6.2. Weitere Parametrisierungen

In Erganzung zur Arbeit von Akitaya et al. [6, 7] stellen wir zwei weitere Parametrisierungen
vor. Sie kombinieren die Suchbdume aus Kapitel 4.6.1 mit der bereits bekannten Greedy-Suche
aus Kapitel 4.5.

Baumsuche + Greedy Fiir den Wertebereich von P erstellen wir, wie oben beschrieben, einen
Suchbaum Tp. Fiir den Wertebereich von Q ist es aber nicht notwendig, alle Kombinationen von
k Komponenten ermitteln. Wir machen uns die Eigenschaft der Greedy-Suche zunutze, eine
optimale Losung fiir je einen Wertebereich zu finden.

Immer wenn wir wihrend der Baumsuche den rechten Rand des Free-Space erreichen, fiihren
wir eine Greedy-Suche auf dem Wertebereich von Q durch und priifen, ob es sich um eine giil-
tige Losung handelt. Bei dieser Greedy-Suche werden die bereits im Suchbaum selektierten
Komponenten {ibergangen.

Der Suchbaum Tp hat O(z*) Knoten. Die Kosten einer einzelnen Greedy-Suche auf dem Wertebe-
reich von Q konnen wir mit O(nz) abschitzen. Das initiale Erstellen und Sortieren der Intervalle
kostet O(nz log nz).

Ingesamt erhalten wir damit als Abschitzung fiir diese Parametrisierung

O(nzlognz + z* + 25 - nz) = O(nzlognz + nzk™1) (4.2)
Greedy-Suche mit Intervallbaum Wir konnen die Greedy-Suche beschleunigen, indem wir an-
stelle einer sortierten Liste einen Intervallbaum verwenden. In Listing 4.1 auf Seite 68 haben wir

eine solche Greedy-Suche skizziert. Das Erstellen des Baums kostet — dhnlich wie das Sortieren
der Liste — O(nz log nz).

Auf dem Intervallbaum kénnen wir Anfragen ausfiihren, welche alle Intervalle liefern, die einen
gesuchten Wert enthalten. Die Kosten einer Anfrage sind O(log N + M), wobei N die GroRe des
Baums bezeichnet und M die Anzahl der Treffer. Nach Definition 4.5 erhalten wir hochstens 2
Treffer. In unserem Fall kostet eine Anfrage also

O(lognz + z) = O(logn + log z + z) = O(logn + )

Im Laufe einer Greedy-Suche fithren wir hochstens k Anfragen aus. Damit konnen wir die Ab-
schéitzung von Gleichung (4.2) etwas verbessern:

O(nzlognz + k - (logn + 2) - z¥) 4.3)
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Kapitel 4. Der k-Fréchet-Abstand

4.7. Offene Fragen, weiterfiihrende Ideen

Der k-Fréchet-Abstand ist ein sehr neues Konzept. Viele Fragen sind noch Gegenstand der For-
schung. Z.B. ist noch sehr wenig iiber die Cut-Variante bekannt. Akitaya et al. [6] vermuten,
dass das Entscheidungsproblem fiir die Cut-Variante 3R-vollsténdig ist. Die Komplexitétsklasse
dJR ist aus anderen geometrischen und Graphen-Problemen bekannt [91].

Es wiére auch interessant, weitere Parametrisierungen fiir andere Klassen von Eingabekurven
zu finden. Mogliche Kandidaten sind monotone Kurven, k-straight-, k-bounded- oder c-packed-
Kurven (siehe z.B. Driemel [54, S. 18] fiir eine kurze Ubersicht {iber verschiedene Klassen von
Kurven).

Ein anderer Ansatz, um das exponentielle Wachstum einer Brute-Force-Suche beherrschbar zu
machen, sind Heuristiken. Heuristiken konnten sich die Eigenschaften der Eingabedaten zunutze
machen, um den in Kapitel 4.6.1 beschriebenen Suchbaum einzuschranken.

Mecke und Wagner [76], Mecke et al. [77, 78], Ruf und Schobel [90] beschreiben Heuristiken
fiir dhnlich strukturierte Probleme. Durch Vorverarbeitung und Umsortierung der Eingabedaten
konnen sie die Verzweigungen des Suchbaums drastisch reduzieren. Ob sich solche Techniken
auch auf den k-Fréchet-Abstand anwenden lassen, und wie erfolgversprechend sie im Einzelnen
sind, diirfte hauptsédchlich von der Beschaffenheit der Eingabedaten abhéngen.

bool greedy-search(IntervalTree tree, Set<Interval> selected)
{ // "selected" contains the intervals that have already been selected by the tree search
// (maybe realised by a Bit—Set with O(1) access)
float x =0
while x <m and |[selected| < k
{ // query intervals that intersect the sweep line
Set<Interval> I = tree.query(x) // note that |I| < z
ifI=0
return false
if I Nselected # 0 // skip intervals that have already been selected
x = sup (I N selected)
else { // pick the interval with the largest upper bound
select i € I such that supi=supl
X = supi
selected = selected U {i}

}

return x> m

Listing 4.1: Pseudocode: Greedy-Suche mit Intervallbaum
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Zweiter Teil

Implementierung







5

Implementierungs-Aspekte

Im zweiten Teil dieser Arbeit stellen wir eine prototypische Umsetzung der beschriebenen Algo-
rithmen vor. Hierzu entstand das Programm Fréchet View, mit dem sich die Algorithmen testen
und Ergebnisse visualisieren lassen.

Die wesentlichen Teile der Algorithmen habe ich selbst in der Programmiersprache G++ (nach
Standard C++14) implementiert und dabei ggf. auf Datenstrukturen und Algorithmen aus Pro-
grammierbibliotheken zuriickgegriffen. Wir werden an den entsprechenden Stellen darauf ein-
gehen.

Die Sprache G++ eignet sich nicht zuletzt deshalb fiir die Umsetzung, weil es ein breites Ange-
bot an Software-Bibliotheken gibt. Das CGAL-Projekt [41] hat sich die Implementierung von
Algorithmen der Algorithmischen Geometrie zur Aufgabe gemacht. Wir werden an mehreren
Stellen Algorithmen und Datenstrukturen aus CGAL nutzen. Uberdies lassen sich in C++ sehr gut
Programme parallelisieren. Auch hierfiir stehen zahlreiche hochwertige Frameworks zur Verfii-
gung. Wir haben uns bei unserer Implementierung fiir TBB [71] entschieden. Weiterhin ist G++
hervorragend geeignet fiir Laufzeit-kritische Aufgaben wie die Boolesche Matrixmultiplikation
(Kapitel 6) und fiir numerische Berechnungen.

Die Benutzeroberflache wurde mit Hilfe des Qt-Frameworks umgesetzt, mit dem sich einfach
plattform-iibergreifende Programme fiir die gingigen Betriebssysteme Windows, Linux und
macOS erstellen lassen.

®-c Demo Curves.ipe

Abbildung 5.1.: Bildschirm-Ansicht von Fréchet View
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Der Quellcode des Programms ist 6ffentlich zugénglich. Lauffdhige Versionen liegen dieser Arbeit
bei und konnen auch heruntergeladen werden (siehe Anhang A). Installation und Bedienung
des Programms werden in Anhang B und auf den Webseiten kurz beschrieben.

Wir erldutern hier die grundlegenden Konzepte und begriinden die wichtigsten Entscheidungen,
die wiahrend der Implementierung getroffen wurden.

5.1. Die Berechnung des Free-Space-Diagramms

Die grundlegende Datenstruktur fiir alle Algorithmen bildet das Free-Space-Diagramm aus Kapi-
tel 2.1. Wir berechnen die Intervalle Lg und Bg. und speichern sie in einem zweidimensionalen
Array.

Um Rundungsfehler wihrend der Berechnung zu reduzieren, werden die Zwischenergebnisse
mit erhohter Genauigkeit berechnet. Wahrend die Ergebnisse als 64-Bit-Fliefkommazahlen ge-
speichert werden, berechnen wir die Zwischenergebnisse mit 80-Bit-FlieRkommazahlen. Der
zusatzliche Aufwand ist bei modernen Prozessoren gering, da sie entsprechende FlieSkomma-
Register besitzen. Rundungsfehler sind zwar fiir die Visualisierung der Algorithmen in der Regel
vernachlassigbar, konnen aber beim Optimierungsalgorithmus durchaus relevant werden (siehe
Kapitel 5.7.1). In Kapitel 7.1 werden wir sehen, wie sich die Berechnung des Free-Space-Dia-
gramms auf Multi-Core-Rechnern beschleunigen lésst.

5.2. Darstellung der Erreichbarkeits-Strukturen

Die Erreichbarkeits-Struktur haben wir in Kapitel 2.7 beschrieben. Sie bildet die Grundlage
fir den Entscheidungsalgorithmus fiir geschlossene Kurven (Kapitel 2.6) und spielt auch im
Algorithmus von Buchin et al. [27] eine wichtige Rolle, ndmlich bei der Erstellung der Erreich-
barkeits-Graphen (Kapitel 3.9).

Die Erreichbarkeits-Struktur besteht aus Intervallen an den vier Rédndern des Free-Space-Dia-
gramms. Zwischen den Intervallen bestehen Querverbindungen: die [- und h-Zeiger. Im Verlauf
des Algorithmus von Alt und Godau [13] werden die Intervalle verfeinert und Erreichbarkeits-
Strukturen werden schrittweise zusammengefiigt.

T
n <~ r = S =T = N = T =T <
n h r
I L I
r h r
L " R
n n
! [ !
r r
R r “» § > T < T <~ N k7T
B

Abbildung 5.2.: Erreichbarkeits-Struktur, vier doppelt verkettete Listen L,B,R und T.

Jeder Eintrag steht fiir ein Intervall der Erreichbarkeits-Struktur mit Typ r, s oder n.
Nur einige [- und h-Zeiger sind eingezeichnet.
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5.3. Algorithmen zur konvexen Zerlegung von Polygonen

Die Datenstruktur muss flexibel genug sein, um diese Operationen effizient durchzufiihren. Die
Réander der Erreichbarkeits-Struktur implementieren wir als doppelt verkettete Listen. Das Einfii-
gen von neuen Eintrdgen sowie das Zusammenfiigen zweier Listen kann jeweils in O(1) gesche-
hen. Da diese Datenstruktur in unseren Algorithmen héufig verwendet wird, haben wir Wert
auf eine speichereffiziente (,,cache-freundliche“) Implementierung gelegt. Z. B. haben wir die
Verkettung selbst implementiert, anstatt auf eine Datenstruktur aus bekannten Bibliotheken wie
STL oder Boost zuriickzugreifen.

Die Unterteilung der Intervalle ist fiir den oberen und unteren Rand der Erreichbarkeits-Struktur
jeweils identisch. Ebenso fiir den linken und rechten Rand. Wir konnten nun jeweils ein Paar von
gegeniiberliegenden Intervallen zu einem gemeinsamen Objekt zusammenfassen. Damit konnten
wir Speicherplatz sparen und das Bearbeiten der verketteten Listen vereinfachen. Allerdings
werden wir bei der MERGE-Operation sehen, dass eine solche kompakte Datenstruktur auch
Nachteile hat. Unsere Implementierung speichert die Erreichbarkeits-Struktur also in Form von
vier getrennten Listen (Abb. 5.2).

Der Algorithmus von Alt und Godau [13] berechnet zundchst Erreichbarkeits-Strukturen fiir die
einzelnen Zellen des Free-Space-Diagramms. Danach werden die Zellen schrittweise zu grolseren
Strukturen zusammengefiigt, bis wir eine Erreichbarkeits-Struktur erhalten, welche das gesamte
Free-Space-Diagramm beschreibt.

5.2.1. MERGE-Operation auf Erreichbarkeits-Strukturen

Ein wichtiger Schritt im Algorithmus von Alt und Godau [13] besteht im Zusammenfiigen von
zwei Erreichbarkeits-Strukturen (siehe Kapitel 2.7). Zunédchst wird die Unterteilung der Intervalle
entlang der gemeinsamen Rinder synchronisiert. In Abb. 2.9 auf Seite 29 werden die Erreich-
barkeits-Strukturen entlang der vertikalen Rédnder R; und L, zusammengefiigt. Wir iterieren
iber die verketteten Listen und teilen, wenn notig, die Intervalle auf. Diese Unterteilung wird
auch auf die gegeniiberliegenden aufderen Ridnder (I; und R,) iibertragen. Das Einfiigen von
neuen Eintrdgen geschieht in O(1).

Die Rinder der verschmolzenen Erreichbarkeits-Struktur werden durch By U By, T; U Ty, L
und R, gebildet. Die inneren Ridnder R; und L, fallen weg. Mit vier verketteten Listen ist dies
einfach in O(1) durchzufiihren. Mit der oben erwdhnten kompakten Speicherung (mit nur zwei
verketteten Listen) wére dies schwieriger zu realisieren.

Danach werden die [- und h-Zeiger angepasst und die Erreichbarkeit der einzelnen Intervalle
aktualisiert. Dies erfolgt wie in Kapitel 2.7.2 beschrieben in O(nm).

5.3. Algorithmen zur konvexen Zerlegung von Polygonen

Im ersten Schritt des Algorithmus von Buchin et al. [27] werden die Eingabe-Polygone in konvexe
Teile zerlegt (Kapitel 3.8). Die Anzahl der ermittelten konvexen Teile bildet einen Faktor fiir die
Gesamtlaufzeit des Algorithmus (siehe Kapitel 3.13.1). Der Aufwand zum Finden einer besseren
Zerlegung konnte sich also bezahlt machen.

Keil und Snoeyink [74] beschreiben einen Algorihtmus zur konvexen Zerlegung mit Laufzeit
O(n+r? min{n, r?}), wobei r die Anzahl der konkaven Eckpunkte ist (das sind Eckpunkte, deren
Innenwinkel grof3er als 7 ist). Dariiberhinaus gibt es eine Vielzahl von optimalen und Néherungs-
algorithmen.

Wir haben drei Algorithmen zur Berechnung von konvexen Zerlegungen in die engere Auswahl
gezogen. Die Implementierungen stammen alle aus CGAL [41].
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1. Ein Algorithmus von Greene [61] liefert ein optimales Ergebnis mit der kleinsten Zahl an
konvexen Teilen. Seine Laufzeit ist mit O(n*) aber auch sehr hoch.

2. Ein Naherungsalgorithmus von Hertel und Mehlhorn [69] liefert Ergebnisse in O(n). Die
Anzahl der gefundenen konvexen Teile ist hchstens um den Faktor 4 grof3er als das opti-
male Ergebnis.

3. Ein Ndherungsalgorithmus von Greene [61] besitzt eine Laufzeit von O(n log n), hat eben-
falls den Néherungsfaktor 4, liefert aber in der Regel bessere Ergebnisse als der Algorithmus
von Hertel und Mehlhorn [69].

Letztendlich haben wir uns fiir den Ndherungsalgorithmus von Hertel und Mehlhorn [69] entschie-
den. Ausschlaggebend war hierfiir neben der giinstigen Laufzeit vor allen Dingen die robuste
Implementierung. Die Implementierungen der beiden anderen Algorithmen waren leider bei be-
stimmten Eingaben fehleranfillig, wie uns ein Mitarbeiter des CGAL-Projekts bestitigen konnte.
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Abbildung 5.3.: Konvexe Zerlegung (links) und Shortest Path Tree (rechts)

5.4. Datenstruktur fir die Triangulierung

Aus der konvexen Zerlegung ergeben sich die c-Diagonalen. Die Endpunkte dieser Diagonalen
werden im spéteren Verlauf eine wichtige Rolle spielen. Die Anzahl dieser Endpunkte bezeichnen
wir mit [.

Auf Basis der konvexen Zerlegung werden nun die Polygone facherformig trianguliert. Fiir P wird
eine vereinfachte Triangulierung T¢- erstellt, die nur die Diagonal-Eckpunkte enthélt (siehe Kapi-
tel 3.8). Fiir Q wird eine vollstdndige Triangulierung erstellt. Wir benétigen diese Triangulierung
in Kapitel 5.5 fiir die Berechnung der kiirzesten Wege.

Zur Speicherung der Triangulierung nutzen wir eine Datenstruktur aus dem CGAL-Projekt [41].
Die Triangulation Data Structure verwaltet eine verkettete Liste von Eckpunkten und Dreiecksfla-
chen und eignet sich sehr gut dazu, tiber die Elemente der Triangulation in alle Richtungen zu
iterieren. Wir werden diese Datenstruktur an zwei Stellen ben6tigen: beim Berechnen der kiir-
zesten Wege und in der Hauptschleife des Algorithmus fiir einfache Polygone, bei der rekursiven
Berechnung der Combined Reachability Graphs.
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5.5. Shortest-Path-Tree-Suche und giiltige Platzierungen

Fiir jede Diagonale der konvexen Zerlegung (c-Diagonale) werden giiltige Platzierungen ermit-
telt, das sind Abbildungen der Diagonalen von P auf kiirzeste Pfade in Q (siehe Kapitel 3.6).
Die Platzierung der Endpunkte ergibt sich aus den freien Intervallen im Free-Space-Diagramm
(Kapitel 3.5.1). Fiir jeden Endpunkt finden wir im Free-Space-Diagramm eine Menge von freien
Intervallen. Nun muss gepriift werden, ob die Platzierungen der Endpunkte giiltig sind, d. h. ob
die Enden der kiirzesten Pfade im Free-Space erreichbar sind (siehe Kapitel 3.6.1).

T

(a) Trichter von Guibas et al. 1%

Startpunkt p. Scheitelpunkt a. (b) Aufteilung des Trichters an einem Punkt w.

Abbildung 5.4.: Skizze zum Algorithmus von Guibas et al. [64]
(Zeichnungen: Hershberger und Snoeyink [68])

Hierzu berechnen wir fiir alle platzierten Endpunkte Shortest-Path-Trees nach dem Algorithmus
von Guibas et al. [64]. Die Grundlage bildet die zuvor berechnete Triangulierung von Q, die um
zusétzliche Punkte fiir die freien Intervalle erweitert wird. Diese Punkte werden markiert. Wenn
die Shortest-Path-Tree-Suche auf einen solchen markierten Eckpunkt st63t, wird ermittelt, ob
dieser Punkt im Free-Space-Diagramm erreichbar ist.

Den Algorithmus von Guibas et al. [64] haben wir fiir Fréchet View selbst implementiert. Wir
wollen hier nur die Grundidee erldautern. Ausgehend von einem Startpunkt p wird eine trichter-
formige Struktur (Abb. 5.4) erstellt. An einem Dreieck der Triangulation A(u, v, w) konstruieren
wir eine neue Teilstrecke des kiirzesten Wegs. Der Trichter teilt sich in zwei Teile und die Su-
che wird auf beiden Wegen fortgesetzt. Der Algorithmus fiihrt damit eine Tiefensuche entlang
der Triangulation von Q aus; gleichzeitig werden die kiirzesten Wege vom Startpunkt zu allen
iibrigen Eckpunkten des Polygons konstruiert.

Als Datenstruktur fiir den , Trichter” verwenden wir eine doppelseitig offene Warteschlange, wie
sie bei Hershberger und Snoeyink [68] beschrieben wird. Fiir das Backtracking wihrend der
Tiefensuche wird dieser Trichter um einen Stack ergénzt.

Gleichzeitig mit den kiirzesten Wegen wird ein Free-Space-Diagramm zwischen einer c-Diago-
nalen und einem kiirzesten Weg in Q berechnet. Dieses Free-Space-Diagramm besteht nur aus
einer einzigen Spalte: die x-Achse des Free-Space-Diagramms entspricht einer c-Diagonalen in
P, wihrend die y-Achse einem kiirzesten Pfad in Q entspricht. Zusétzlich speichern wir an den
Knoten dieses Pfades die notigen Informationen fiir das Free-Space-Diagramm: die Intervalle Lg.
und BZ., sowie die erreichbaren Intervalle Lg. und Bﬁ.. Das Free-Space-Diagramm folgt somit den
Schritten des Algorithmus von Guibas et al. [64] und muss nicht in einer separaten Datenstruktur
vorgehalten werden.
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Stot die Suche auf einen markierten Eckpunkt (also das Bild eines Diagonal-Endpunkts in Q),
und ist dieser Punkt im Free-Space-Diagramm erreichbar, so haben wir eine giiltige Platzierung
ermittelt. Wir speichern die Menge der giiltigen Platzierungen in Form einer Adjazenzmatrix,
wie sie auch fiir Erreichbarkeits-Graphen verwendet wird. Diese Adjazenzmatrizen werden wir
in Kapitel 5.6.3 bei der COMBINE-Operation benétigen.

Fiir jede c-Diagonale {d;, d;} verwalten wir zwei Matrizen, denn die Diagonale kann wahlweise
als (d;, d;), oder als (dj, d;) platziert werden.

5.6. Datenstruktur fir Erreichbarkeits-Graphen

Der Algorithmus von Buchin et al. [27] berechnet zu Beginn eine Reihe von Erreichbarkeits-
Strukturen und Ubertréagt diese in Erreichbarkeits-Graphen (Kapitel 3.7 und 3.9).

Die Erreichbarkeits-Graphen sind gerichtete Graphen, deren Knoten den Intervallen der Erreich-
barkeits-Struktur entsprechen. Wir speichern die Graphen in Form von Adjazenzmatrizen. Diese
Adjazenzmatrizen sind quadratische Matrizen, jeweils ein Bit wird fiir eine gerichtete Kante
benotigt.

Da die Intervalle der Erreichbarkeits-Strukturen unterschiedlich aufgeteilt sind, miissen wir sie
auf eine einheitliche, die ,feinste“ Aufteilung abbilden. Diese Aufteilung erhalten wir, indem wir
alle horizontalen und vertikalen Intervalle des Free-Space iibereinander projizieren [27, S. 13].

Ein grof3eres Intervall in der Erreichbarkeits-Struktur wird so auf eine Folge von kleineren In-
tervallen abgebildet. Jedes dieser (kleinen) Intervalle entspricht einem Knoten des Erreichbar-
keits-Graphen. Zu einem dhnlichen Ergebnis kime man, wenn man mit dem Algorithmus von Alt
und Godau [13] die Erreichbarkeits-Struktur fiir den kompletten Free-Space berechnet. In der
Erreichbarkeits-Struktur von Alt und Godau [13] werden Strukturen schrittweise verschmolzen
und bei jedem Schritt werden u. U. die Intervalle aufgeteilt. Am Ende erhilt man ebenfalls die
Hfeinste“ Unterteilung der Intervalle.

5.6.1. Von der Erreichbarkeits-Struktur zur Adjazenzmatrix

Wir zeigen dies an einem Beispiel in Abb. 5.5. Alle Free-Space-Intervalle werden {iberlagert
und bilden damit die kleinstmégliche Aufteilung von Intervallen. Aus diesen Intervallen setzen
sich die Erreichbarkeits-Strukturen zusammen. Jedes kleinste Intervall bildet einen Knoten im
Erreichbarkeits-Graphen. Die Intervalle bzw. Knoten sind von 1 bis 15 durchnummeriert. Jedem
Knoten entspricht eine Zeile und eine Spalte in der Adjazenzmatrix.

Nehmen wir an, die Erreichbarkeits-Struktur enthélt eine Verbindung vom Intervall [4, ..., 7]
(im Beispiel das rote Intervall rechts unten) zum Intervall [10, ..., 13] (das blaue Intervall). Der
Erreichbarkeits-Graph enthélt Kanten fiir alle Knoten, aus denen sich die Intervalle zusammen-
setzen. In der Adjazenzmatrix werden die Eintrége in den Zeilen 4 bis 7 und in den Spalten
10 bis 13 gesetzt (Abb. 5.5b). Entsprechend verfahren wir mit der Verbindung von [13, ..., 15]
(das griine Intervall links oben) nach [1,...,5] (das pinkfarbene Intervall).

Jede Verbindung in der Erreichbarkeits-Struktur bildet also ein Rechteck von Eintrégen in der
Adjazenzmatrix. Die Fragmentierung der ,feinsten“ Intervalle wéchst schnell, ndmlich mit O(mn).
Entsprechend erhélt man auch Adjazenzmatrizen mit O(mn) Zeilen und Spalten.
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Abbildung 5.5.: Von der Erreichbarkeits-Struktur zur Adjazenzmatrix

5.6.2. Vier Teilmatrizen, Dreiecksmatrizen

Die wichtigsten Operationen auf den Adjazenzmatrizen sind die MERGE-Operation und die
COMBINE-Operation. Wir werden nun sehen, dass diese Operationen jeweils nur gewisse Teile
der Adjazenzmatrix betreffen. Wir teilen die Matrix in vier Teilmatrizen auf:

Apgy  enthilt die Kanten von horizontalen Intervallen zu horizontalen Intervallen

Apy 7 horizontalen - vertikalen 7
Avy - vertikalen - horizontalen -
Ayy - vertikalen - vertikalen -

Die Unterteilung in Teilmatrizen erlaubt uns im Folgenden eine Reihe von Vereinfachungen.

Die Losungen des Entscheidungsproblems fiir einfache Polygone finden wir, indem wir einen
giiltigen Pfad im Combined Reachability Graph suchen. In Abb. 3.12 auf Seite 49 sind solche
giiltigen Pfade dargestellt.

1. Die Erreichbarkeits-Graphen RG(i, j) bilden auf der Horizontalen nur einen Ausschnitt des
Wertebereichs ab. Damit ist in den Teilmatrizen Ayy, Agy und Ayg auch nur ein Ausschnitt von
Spalten bzw. Zeilen belegt. In unserer Implementierung der Teilmatrizen speichern wir nur die
belegten Bereiche (siehe Abb. 5.6).

2. Da in der Erreichbarkeits-Struktur horizontale und vertikale Verbindungen immer monoton
steigend sind, stellen Agy und Ayy obere quadratische Dreiecksmatrizen dar. Wir werden diese
Tatsache spater verwenden, um die MERGE-Operation effizienter durchzufiihren.
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Abbildung 5.6.: Adjazenzmatrix mit kompakter Speicherung

3. Die MERGE-Operation verbindet nur horizontal direkt benachbarte Graphen (modulo [). Sie
bildet hierzu den transitiven Abschluss zweier Erreichbarkeits-Graphen. Mit der eben beschrie-
benen Struktur der Adjazenzmatrizen kénnen wir die MERGE-Operation wie in Abb. 5.7 durch-
fiihren. Da die Graphen im Free-Space direkt benachbart sind, kénnen wir die Teilmatrizen
nebeneinander bzw. untereinander kopieren. Nur fiir die vertikalen Kanten muss der transitive
Abschluss berechnet werden. Dazu bilden wir die Produkte der Teilmatrizen Agy - Bvy, Agv - Byv,
AVV : BVH und AVV . BVV

4. Im mittleren Teil der Losung in Abb. 3.12 verbinden wir nur vertikale Intervalle. Fiir die
Combined Reachability Graphs CRG (i,i — 1) wird deshalb ausschlieBlich die Teilmatrix Ayy
berechnet. Die iibrigen drei Teilmatrizen werden fiir die Losung nicht benétigt und deshalb in
den Combined Reachability GraphsCRG (i, j) auch nicht berechnet.

Die Teilmatrizen Agyy und Apy werden lediglich in der abschlief3enden MERGE-Operation be-
notigt (Punkt 6. und 7.). Sie werden fiir die Erreichbarkeits-Graphen RG (i —; 1, i), berechnet.

5. Die COMBINE-Operation, die giiltige Platzierungen filtert, arbeitet ebenfalls nur auf der Ayy-
Teilmatrix. Dies muss auch so sein, denn die giiltigen Platzierungen beschreiben nur vertikale
Intervalle im Free-Space.

6. Der erste Teil der giiltigen Pfade in Abb. 3.12 besteht aus einer HV-Kante in einem Erreich-
barkeits-Graphen, der letzte Teil der Losung besteht aus einer VH-Kante (im gleichen Erreich-
barkeits-Graphen). Die Teilmatrix Ayy wird in den Erreichbarkeits-Graphen niemals benotigt
und wird deshalb auch nicht berechnet.

7. Im abschlieBenden Schritt der Losung wird der Graph
G = MERGE (RG(i — 1,1), CRG(i,i — 1), RG(i — 1, 1))

berechnet und wir suchen in diesem Graphen nach einer HH-Kante. Wir miissen fiir diesen
Erreichbarkeits-Graphen also nur die Teilmatrix Ggy berechnen.
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Abbildung 5.7.: MERGE-Operation zweier Adjazenzmatrizen

5.6.3. MERGE- und COMBINE-Operationen

Damit haben wir insgesamt die Operationen auf den Adjazenzmatrizen vereinfacht. Wir fassen
zusammen:

MERGE von zwei Combined Reachability Graphs im inneren Teil der Losung
C = MERGE(A, B) wird implementiert als Cyy = Ayy © Byy

Mit © beschreiben wir die Boolesche Matrixmultiplikation. Die elementweise Multiplikation
entspricht hierbei der logischen AND-Operation und die Addition der logischen OR-Operation.
Wie wir weiter oben festgestellt haben, handelt es sich hier um quadratische Dreiecksmatrizen,
die wir effizienter multiplizieren kénnen.

MERGE zwischen einem Erreichbarkeits-Graphen und einem Combined Reachability Graph im
abschlief3enden Teil der Lsung

G = MERGE(A, B, A) wird implementiert als Gya = Ay © Byy © Ayg
COMBINE auf einem Combined Reachability Graph

C = COMBINE(A,P) wird implementiert als Cyv = Ayy ® Pyy
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P beschreibt eine Matrix mit giiltigen Platzierungen, die wir zuvor berechnet haben (siehe Kapi-
tel 5.5). Mit ® bezeichnen wir die logische AND-Verkniipfung. Damit werden nur die giiltigen
Platzierungen iibernommen.

Wir benétigen zur Realisierung der MERGE- und COMBINE-Operationen lediglich Boolesche
Matrixmultiplikationen und elementweise AND-Operationen. Dies deckt sich mit der Komplexi-
tatsanalyse in Kapitel 3.13.1, bei der die Matrixmultiplikation den zweiten wichtigen Faktor
darstellt. Auf die Implementierung der Booleschen Matrixmultiplikation werden wir in Kapitel 6
und Kapitel 8 ausfiihrlich eingehen.

5.6.4. Alternative Datenstrukturen fiir Erreichbarkeits-Graphen?

Wie wir gesehen haben, wichst die Groe der Adjazenzmatrizen mit O(mn). Die Laufzeit fiir
eine MERGE-Operation betriagt O(T(mn)), also die Zeit fiir eine Matrixmultiplikation (siehe Ka-
pitel 3.13.1). Gibt es noch andere, kompaktere oder effizientere Moglichkeiten zur Speicherung
von Erreichbarkeits-Graphen?

Adjazenzlisten Wenn die Erreichbarkeits-Graphen sehr diinn besetzt sind, kommen Adjazenz-
listen in Frage. Die Dichte der Graphen hangt von den Eingabedaten ab und l&sst sich nicht
allgemein abschatzen. Unserer Beobachtung nach sind die Erreichbarkeits-Graphen oft vergleichs-
weise dicht besetzt (bis zu ca. 40%) und werden durch die folgenden MERGE-Operationen noch
dichter. Hingegen werden sie durch die COMBINE-Operation auch wieder diinner.

R-Baume Die Speicherung von rechteckigen Bit-Blocken ist fiir sehr groe Rechtecke nicht
unbedingt vorteilhaft. Diese Rechtecke konnte man in einem R-Baum ggf. kompakter speichern.
Allerdings gestaltet sich dann die MERGE-Operation aufwendiger. Wenn wir annehmen, dass
die MERGE-Operation auf einem R-Baum dhnlich wie eine Matrixmultiplikation durchgefiihrt
wird, und wenn wir weiter annehmen, dass das Einfiigen in einen R-Baum im Mittel mindestens
O(log n) kostet,! dann wiren die Kosten fiir eine MERGE-Operation mit mehr als O(n> log n)
zu hoch - von konstanten Faktoren ganz abgesehen. Deshalb haben wir diese Idee nicht weiter
verfolgt.

Erreichbarkeits-Strukturen Die Erreichbarkeits-Struktur von Cordell [49] hatten wir in Kapi-
tel 3.15.1 bereits angesprochen. Sie stellt eine interessante Alternative zu den Erreichbarkeits-
Graphen dar. Sie kann eine MERGE-Operation in O(n°) durchfiihren und verspricht damit eine
Beschleunigung um nahezu einen linearen Faktor gegeniiber dem Algorithmus von Buchin et al.
[27]. Wie sich diese Datenstruktur in einer praktischen Implementierung schlégt, ist eine offene
Frage.

5.7. Implementierung der Optimierungsvariante

Wie wir in Kapitel 3.14.2 gesehen haben, kann das Optimierungsproblem fiir einfache Polygone
durch eine Bindrsuche auf den sortierten kritischen Werten gelost werden. Die parametrische
Suche nach Cole und Megiddo [43, 79] bringt keinen Vorteil fiir die Gesamtlaufzeit.2 Erfreuli-
cherweise ist die Bindrsuche auch deutlich einfacher zu realisieren.

Wir berechnen zunéchst eine sortierte Liste der kritischen Werte (Kapitel 2.5.1 und 3.14.1).
Diese Berechnung kann auch parallel ausgefiihrt werden (Kapitel 7.5). Dann fiihren wir eine

IEine genaue Komplexititsabschitzung fiir R-Biume ist recht schwierig und soll hier nicht stattfinden.
2Die parametrische Suche kommt beim Algorithmus von Alt und Godau [13] in Frage. Wir haben sie aber nicht
implementiert.
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Binérsuche auf dieser Liste durch und entscheiden in jedem Schritt, ob dr < € ist, d. h. wir l16sen
in jedem Schritt der Bindrsuche das Entscheidungsproblem.

Wir wissen, dass der Fréchet-Abstand fiir einfache Polygone durch den Fréchet-Abstand ihrer
Randkurve nach unten begrenzt ist. Die untere Grenze der Bindrsuche konnen wir deshalb
mit dem - deutlich schnelleren — Algorithmus fiir Polygonziige berechnen. Wenn der Fréchet-
Abstand fiir Polygone mit dieser Untergrenze zusammenfillt, dann reicht ein einziger Aufruf
des Entscheidungsalgorithmus. In praktischen Beispielen ist dies sogar sehr héufig der Fall. Nur
wenn sich der Fréchet-Abstand fiir Polygone von dem der Randkurve unterscheidet (siehe z. B.
Kapitel 3.2), miissen wir die Bindrsuche auf den kritischen Werten fortsetzen.

5.7.1. Die kritischen Werte sind tatsachlich kritisch

Bei der praktischen Umsetzung der Optimierungsvariante sto3en wir nun auf numerische Proble-
me. Die kritischen Werte sind diejenigen Werte von ¢, an denen sich neue Wege im Free-Space-
Diagramm Offnen. Leider reagieren sie damit empfindlich auf Rundungsfehler. Wenn aufgrund
von Rundungsfehlern ein kritischer Wert etwas zu klein berechnet wird, kann es sein, dass ein
Weg im Free-Space nicht erkannt wird und der Algorithmus eine falsche Entscheidung trifft.
Dann wird die Bindrsuche den néchstgrofderen kritischen Wert als Losung ausgeben. Die Ab-
stande zwischen den kritischen Werten hangen lediglich von den Eingabedaten ab, sie konnen
beliebig grof$ werden. Wir haben damit den ungiinstigen Fall, dass kleine Rundungsfehler zu
einem unbestimmt gro3en Fehler im Ergebnis fiihren konnen. Rundungsfehler nach oben stellen
fiir den Entscheidungsalgorithmus hingegen kein Problem dar.

Eine genaue Analyse der Fehlergrenzen wire sehr aufwendig und ist wiederum von den Einga-
bedaten abhéngig, also nicht allgemein durchfiihrbar.

Wir haben uns deshalb fiir eine pragmatische Losung entschieden. Zunéchst reduzieren wir
Rundungsfehler, indem wir die Zwischenschritte der Berechnung méglichst prazise ausfiihren.
Moderne Prozessoren und C++-Compiler bieten die Moglichkeit, interne Berechnungen mit
80-Bit-Flief(kommazahlen durchzufiihren. Die Eingabedaten bestehen aus 64-Bit-FliefSkomma-
zahlen. Damit haben wir eine Fehlermarge von 16 Bit gewonnen, das entspricht ungefdhr 5
Dezimalstellen.

Zusatzlich schlagen wir bei den kritischen Werten eine fest vorgegebene Fehlermarge auf. Wir
verlieren etwas Genauigkeit bei der Berechnung der kritischen Werte, verringern aber die Wahr-
scheinlichkeit von Fehlentscheidungen.

5.7.2. Intervallschachtelung

Als Alternative zur Bindrsuche iiber kritische Werte haben wir in Kapitel 2.5.4 eine Intervall-
schachtelung vorgestellt. Die kritischen Werte werden hierzu nicht benétigt. Wir beginnen mit
dem maximalen Intervall [0, &4 ]. Die Obergrenze &, konnen wir aus den Eingabedaten ab-
leiten. In jedem Schritt halbieren wir das Intervall und befragen den Entscheidungsalgorithmus.
Dies fithren wir so lange durch, bis eine vorgegebene Genauigkeit erreicht wird.

Diese Intervallschachtelung liefert nur eine Naherungslésung. Wir konnen aber annehmen, dass
die Genauigkeit der Losung ungeféhr in dem Mal3e wichst, in dem wir die Intervallgrol3e verrin-
gern. Wir konnen also die Genauigkeit der Losung sehr viel besser beeinflussen. Damit haben wir
ein Hilfsmittel, um die oben beschriebenen Schwierigkeiten der Optimierungsvariante in den
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Griff zu bekommen. Wenn die Intervallschachtelung eine kleinere Losung liefert als die Binér-
suche auf den kritischen Werten, so ist dies ein Indiz dafiir, dass die Bindrsuche den korrekten
Wert verpasst hat.

Die ndherungsweise Intervallschachtelung kann in der graphischen Oberflache mit den Schaltern
Approximate berechnet werden, oder mit dem Kommandozeilenschalter --approx.

5.8. Visualisierung eines giiltigen Pfads

Immer dann, wenn der Entscheidungsalgorithmus (fiir Polygonziige oder Polygone) eine Lo-
sung gefunden hat, stellen wir einen giiltigen Pfad im Free-Space-Diagramm graphisch dar. In
Abb. 2.7b auf Seite 27 zeigen wir ein Beispiel. Die Berechnung des giiltigen Pfads ist nicht
eigentlicher Bestandteil der Algorithmen, dient aber der besseren Visualisierung der Ergebnisse.

Die Entscheidungsalgorithmen liefern als Ergebnis lediglich Start- und Endintervall des giiltigen
Pfads. Wir konnen daraus den Verlauf eines giiltigen Pfads rekonstruieren. Ausgehend vom Start-
punkt des giiltigen Pfads berechnen wir die erreichbaren Intervalle im Free-Space-Diagramm.
Der Endpunkt des giiltigen Pfads muss in einem erreichbaren Intervall liegen, ansonsten hétte
der Entscheidungsalgorithmus einen Fehler gemacht. Ausgehend vom Endpunkt konstruieren
wir dann riickwérts einen Pfad durch die erreichbaren Intervalle.

Fiir geschlossene Kurven (und fiir Polygone) wird in der Literatur meist ein doppeltes Free-
Space-Diagramm verwendet (siehe Abb. 2.7a auf Seite 27). Hierbei ist die rechte Hélfte des
Free-Space-Diagramms eine identische Kopie der linken Halfte. Der giiltige Pfad verlauft als
monotone Kurve vom unteren Rand zu einem Zielpunkt am oberen Rand.

Bei der graphischen Darstellung in Fréchet View haben wir uns hingegen entschlossen, nur
ein einfaches Free-Space-Diagramm anzuzeigen. Wir denken, dass diese Darstellung fiir den
Benutzer iibersichtlicher ist. Die Vervollstandigung zum doppelten Free-Space-Diagramm bleibt
der Vorstellungskraft des Betrachters iiberlassen. Der rechte Rand des Free-Space-Diagramms
geht {iber in den linken Rand und man kann sich das Free-Space-Diagramm als geschlossenen
Zylinder vorstellen. Der giiltige Pfad verlasst das Free-Space-Diagramm am rechten Rand und
setzt sich am linken Rand fort. Der giiltige Pfad wird also in zwei Abschnitte aufgeteilt, die man
sich verbunden vorstellen muss (sieche Abb. 2.7b auf Seite 27).

Sind beide Kurven geschlossen, so bildet das Free-Space-Diagramm gewissermalf3en einen Torus.
Fiir unsere Algorithmen ist dies aber nicht relevant. Start- und Endpunkte des giiltigen Pfads
befinden sich immer am unteren und oberen Rand des Free-Space-Diagramms.

Giiltiger Pfad fiir einfache Polygone Beim Entscheidungsalgorithmus fiir einfache Polygone
miissen wir zusatzliche Stiitzpunkte innerhalb des giiltigen Pfads berticksichtigen (siehe Abb. 3.12
auf Seite 49). Wir ermitteln sie aus den Combined Reachability Graphs, welche die Losung des
Algorithmus bilden. Wéahrend der Berechnung der Combined Reachability Graphs mit Hilfe der
MERGE-Operationen speichern wir zusitzliche Verweise auf die Vorginger, aus denen sich die
Losung zusammensetzt. Aufgrund der Memoisierungs-Technik (Kapitel 3.12) werden ohnehin
alle Graphen in einer Datenstruktur vorgehalten. Das Speichern der Losung benotigt daher kei-
nen zusitzlichen Platz. Den Pfad zwischen zwei Stiitzpunkten finden wir — wie oben beschrieben
— durch das Propagieren der erreichbaren Intervalle.

Mouse Over Der giiltige Pfad wird als gelbe Linie im Free-Space-Diagramm dargestellt. Wenn
der Benutzer die Maus iiber den giiltigen Pfad hélt, wird ein Segment markiert sowie die Abbil-
dung dieses Segments auf die Kurven P und Q. Somit kann der Benutzer die einzelnen Abschnitte
der Reparametrisierungen nachvollziehen. Hilt der Benutzer die Maus iiber ein Polygonsegment
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oder eine Diagonale, so wird ebenfalls die Abbildung des Homéomorphismus und der zugehorige
Abschnitt im giiltigen Pfad angezeigt. Die erreichbaren Intervalle konnen in Fréchet View mit
dem Schalter Show Bounds angezeigt werden.

Cordell [49] hat einen Algorithmus vorgestellt, der gleichzeitig mit dem Entscheidungsalgorith-
mus auch einen giiltigen Pfad (quasi als Nebenprodukt) konstruiert.

5.9. Entscheidungsalgorithmus in Reverse-Level-Order

Im Hauptteil des Entscheidungsalgorithmus fiir einfache Polygone fiithren wir eine Suche iiber
die c- und t-Diagonalen von P durch (Kapitel 3.12). Wir berechnen in einem rekursiven Verfahren
die Combined Reachability Graphs.

d,
d,

[CRG(0,0)] [CRG(1,1)| [CRG(2,2)] [CRG(4,4) Level 4

[CRG(1,0) | \[CRG(2,1) | \[CRG(3,2)| |CRG(3,3)| \[CRG(0,4)| Level3

“‘ [CRG(4,3)|  |[CRG(E,D] Level 2
'(‘» CRG&,D | Level 1
[ CRG(0,1) |RG(1,2) | [CRG22,3)| |RGB4 | |RGM4,0 | LevelO

Abbildung 5.8.: Eine triangulierte Kurve und der zugehorige Aufruf-Graph, sortiert in Reverse-Level-Order.
Die Blatter (griin) stehen fiir die Erreichbarkeits-Graphen, mit oder ohne COMBINE-Operation.
Die Wurzeln (rot) sind potentielle Losungen.
Innere Knoten entstehen durch MERGE-Operationen (und ggf. COMBINE-Operationen).

In Abb. 5.8 haben wir beispielhaft einen Aufruf-Graphen dargestellt. Die Kanten dieses gerich-
teten, azyklischen Graphen (DAG) stellen Aufruf-Abhidngigkeiten dar. Ein Knoten kann erst
bearbeitet werden, wenn alle seine Nachfolger berechnet wurden.

Die Blatter des Graphen sind die zu Anfang berechneten Erreichbarkeits-Graphen RG (i,i+; 1).
Die Wurzeln des Graphen bilden die Combined Reachability Graphs, die eine potentielle Losung
darstellen. Um redundante Berechnung zu sparen, werden alle Zwischenergebnisse in einer
Datenstruktur vorgehalten (,,memoisiert®).
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Es ist naheliegend, diesen Aufruf-Graphen mit rekursiven Funktionsaufrufen zu implementieren.
Der Graph wird dann in Post-Order abgearbeitet.

Wir zeigen nun, wie wir den Aufruf-Graphen auch in einer anderen Reihenfolge bearbeiten
konnen. Dazu fithren wir den Reverse-Level (oder Bottom-Level) eines Knotens ein. Er beschreibt
die maximale Entfernung eines Knotens zu einem Blatt.

Der Reverse-Level eines Blattknotens ist 0. Der Reverse-Level eines inneren Knotens ist um eins
grofSer als der maximale Reverse-Level seiner Nachfolger.

Wir stellen fest, dass zwischen Knoten mit gleichem Reverse-Level keine Abhadngigkeiten bestehen.
Damit eroffnet sich die Moglichkeit, alle Knoten mit gleichem Reverse-Level parallel zu bearbeiten.
Wir werden diese Idee in Kapitel 7.7 und Kapitel 8.7 diskutieren.

Weiter konnen wir anhand des Aufruf-Graphen feststellen, ob alle Vorgédnger eines Knotens
bearbeitet wurden. Wir kénnen nicht mehr benotigte Nachfolger aus der Memoisierungs-Struktur
entfernen und damit Speicherplatz sparen. In Kapitel 8.7 werden wir darauf zuriickkommen.

Zur Erstellung und Verwaltung des Aufruf-Graphen miissen wir keine neue Datenstruktur ein-
fiihren; es reicht aus, die bereits vorhandenen Datenstrukturen zur Memoisierung geringfiigig
zu erweitern. Wir merken an, dass der Aufbau des Graphen nur von den Eingabedaten P und Q
abhéngig ist, nicht aber von £. Wir miissen ihn also pro Eingabe nur einmal erstellen.

Unsere Versuche zeigen, dass der Aufruf-Graph oft eine Sanduhr-artige Form annimmt. Nahe der
Wurzeln und an den Blattern ist er sehr breit, im mittleren Teil finden sich aber langgestreckte
Abschnitte, die sehr schmal sind. In diesen schmalen Abschnitten ist die Parallelisierung weniger
effektiv.

Die Berechnung nach Reverse-Level-Order lésst sich in Fréchet View {iber den Kommandozeilen-
Schalter --large aktivieren (da diese Option in erster Linie fiir grof3e Eingabedaten gedacht
ist). Auf die Laufzeit des Entscheidungsalgorithmus hat dies keinen wesentlichen Einfluss.

5.10. Berechnung des k-Fréchet-Abstands

Die Berechnung des k-Fréchet-Abstands aus Kapitel 4 unterscheidet sich deutlich von der Berech-
nung des ,klassischen“ Fréchet-Abstands. Die Grundlage bildet wieder das Free-Space-Diagramm,
aber wir benotigen weder Erreichbarkeits-Strukturen, noch giiltige Pfade. Zuerst ermitteln wir
zusammenhdngende Komponenten im Free-Space-Diagramm. Wir projizieren diese Komponen-
ten auf die Wertebereiche (die P- und Q-Achse des Free-Space-Diagramms) und erhalten so
eine Menge von Intervallen, die sich iiberlappen konnen. Wir wahlen k Komponenten aus, deren
Projektionen die Wertebereiche vollstdndig abdecken.

5.10.1. Zusammenhangende Komponenten

Zwei benachbarte Zellen des Free-Space-Diagramms gehoren zur gleichen Komponente, wenn
das gemeinsame Free-Space-Intervall (Kapitel 2.2) nicht leer ist. Anhand der Free-Space-Intervalle
konnen wir somit leicht die zusammenhingenden Komponenten ermitteln.

Zur Ermittlung der Komponenten verwenden wir eine Union-Find-Struktur, das ist eine Daten-
struktur zur Verwaltung von (disjunkten) Partitionen einer Menge. Die Boost-Bibliothek [20]
stellt uns eine solche Datenstruktur zur Verfiigung.

Jede Zelle des Free-Space-Diagramms erhélt initial einen eindeutigen Eintrag in dieser Daten-
struktur, dann fassen wir alle zusammenhéingenden Zellen zu Komponenten zusammen. Eine
Anderung der Union-Find-Struktur kann in nahezu konstanter Zeit durchgefiihrt werden.
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Wenn wir nm Zellen im Free-Space haben, dann bendtigt die Ermittlung der verbundenen Kom-
ponenten insgesamt O(nm+nm-a(nm)) Schritte. Mit a(nm) bezeichnen wir die Umkehrfunktion
der Ackermann-Funktion. Sie wéchst so langsam, dass sie fiir praktische Zwecke als konstant
angenommen werden kann.

Alternativ konnten wir die Komponenten auch in O(nm) mit einer Breiten- oder Tiefensuche
ermitteln, aber der praktische Vorteil ist gering.

In der graphischen Darstellung haben wir die Komponenten farblich hervorgehoben. Wie man
in Abb. 4.9b auf Seite 63 sieht, konnen solche Free-Space-Diagramme ziemlich bunt werden.

5.10.2. Bounding Boxes der Komponenten

Nun projizieren wir jede zusammenhédngende Komponente auf die P- und Q-Achse des Free-
Space-Diagramms. Hierzu miissen wir die Bounding Boxes (die umgebenden Rechtecke) der
Komponenten berechnen. Im Programm Fréchet View lassen sich die Bounding Boxes der Zellen
mit dem Schalter Show Bounds anzeigen.

Wir erinnern uns, dass die Zellen des Free-Space F, jeweils aus Ellipsen-Segmenten bestehen.
Die Bounding Box einer solchen Ellipse berechnen wir wie in Abb. 5.9b angedeutet. Der Punkt
ps ist derjenige Punkt auf p;p,, welcher genau den Abstand € zu q;q hat.

qz

qz

P2
Ps

P Ps D2 q;

(a) Rander von F, (b) geometrische Konstruktion

Abbildung 5.9.: Bounding Box einer Free-Space-Zelle

5.10.3. Greedy-Algorithmus

In Kapitel 4.5 haben wir einen Greedy-Naherungsalgorithmus fiir den k-Fréchet-Abstand be-
schrieben. Wir implementieren ihn so, dass wir zusétzlich noch niitzliche Unter- und Obergrenzen
fiir den Brute-Force-Algorithmus ermitteln konnen.

Der Greedy-Algorithmus liefert, bezogen auf einen einzelnen Wertebereich des Free-Space-Dia-
gramms, jeweils ein optimales Ergebnis. Wir bezeichnen mit kp das Greedy-Ergebnis fiir die
P-Achse (d.h. fiir die Projektion der zusammenhidngenden Komponenten auf den Wertebereich
von P). kq bezeichnet entsprechend das Greedy-Ergebnis fiir die Q-Achse.
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Beim Greedy-Algorithmus fiir beide Achsen konnen wir wahlweise zuerst die P-Achse bearbeiten,
oder zuerst die Q-Achse. Wir berechnen immer beide Varianten und erhalten damit die Naherungs-
werte

kpq = Greedy: erst P-Achse dann Q-Achse

IA

kp + kQ
und
kop = Greedy: erst Q-Achse dann P-Achse < kp+kq.

In Kapitel 4.5.1 haben wir gezeigt, dass der Naherungsfaktor des Greedy-Algorithmus 2 betrigt.
Wir kénnen damit fiir den optimalen Wert k,,; folgende Abschatzungen vornehmen:

max{ka/Z, ka/Z} < max{ kp, kQ } < kopt < I’Illl’l{ ka, ka }

5.10.4. Brute-Force-Algorithmus

Der Brute-Force-Algorithmus wurde weiter oben in Kapitel 4.4 vorgestellt. Wir suchen die kleinste
Teilmenge von Intervallen, die beide Wertebereiche (P- und Q-Achse) abdeckt. Wir fithren dazu
eine erschopfende Suche durch. Eine Breitensuche iiber alle O((rf)) Teilmengen verbietet sich,
da der Suchraum sehr grof? werden kann. Wir fiithren stattdessen eine Tiefensuche durch.

Wie wir gerade gesehen haben, liefert uns der Greedy-Algorithmus Unter- und Obergrenzen fiir
die Grolle des Ergebnisses. Diese Grenzen bezeichnen wir mit

kmin = max{kp, kq} und kmax = min{kpq, kqp} .

Den von der Tiefensuche durchsuchten Raum kénnen wir uns als Baum vorstellen (siehe auch
Kapitel 4.6.1). Seine Tiefe ist zwar durch k., beschrankt, aber seine Grof3e wachst exponentiell
mit der Suchtiefe. Wir behelfen uns mit einer iterativen Tiefensuche. Wir fithren zunéchst eine
durch ki, beschriankte Suche durch. Wenn wir nicht fiindig werden, erh6hen wir die Tiefe des
Suchbaums schrittweise auf ki, + 1, kmin + 2, bis zu kpay.

Diese Vorgehensweise beinhaltet offenbar eine gewisse Redundanz. Der Suchbaum fiir k ist im
ndchsten Schritt k + 1 vollstindig enthalten. Der Vorteil liegt aber darin, dass wir die Suche bei
der ersten gefundenen Losung abbrechen kénnen. Der Suchbaum wird also niemals tiefer als
notig. Da seine Grof3e exponentiell mit der Suchtiefe wichst, ist der Preis fiir die redundanten
Iterationen vertretbar.

Aus dem gleichen Grund wenden wir hier auch keine Binédrsuche zum Finden von k., an. Die
Kosten fiir grofse Werte von k waren hoher als die Summe der iterativen Schritte.

5.11. Visualisierung

Wir beschreiben hier kurz einige Details der Implementierung der graphischen Oberflache Fréchet
View. Dieses Kapitel ersetzt keine Bedienungsanleitung. Eine kurze Bedienungsanleitung und
weiteres Material zur Einfiihrung findet sich im Anhang, auf der beiliegenden CD und im Internet.

Die graphische Oberfldche von Fréchet View stellt die Eingabekurven P und Q dar sowie das
(einfache) Free-Space-Diagramm. Der Benutzer kann den Parameter ¢ verdndern und die Auswir-
kungen im Free-Space-Diagramm unmittelbar beobachten. Man kann verschiedene Algorithmen
— sowohl Entscheidungsproblem als auch Optimierungsproblem und Intervallschachtelung — aus-
fiihren und ihre Ergebnisse vergleichen.
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Sofern das Entscheidungsproblem eine positive Antwort liefert, wird ein giiltiger Pfad im Free-
Space-Diagramm dargestellt. Im Free-Space-Diagramm koénnen die erreichbaren Intervalle ange-
zeigt werden. Die Hom6omorphismen lassen sich nachvollziehen, indem der Benutzer die Maus
iiber ein Polygonsegment oder einen Abschnitt des giiltigen Pfads halt.

Beim Algorithmus fiir den k-Fréchet-Abstand hat der Benutzer die Wahl zwischen dem Greedy-
Algorithmus und dem Brute-Force-Algorithmus. Die Ergebnisse des Greedy-Algorithmus werden
unmittelbar angezeigt, der Brute-Force-Algorithmus muss vom Benutzer per Knopfdruck gestartet
werden. Die zusammenhingenden Komponenten, ihre Bounding Boxes sowie die Projektion der
Komponenten auf die Wertebereiche lassen sich anzeigen.

5.11.1. Eingabedateien

Die Kurven P und Q werden aus einer Datei eingelesen. Jede Datei sollte zwei Polygonziige
enthalten (keine Beziérkurven, oder Ahnliches). Fiir den Algorithmus von Buchin et al. [27]
erwarten wir einfache Polygone (also geschlossene Polygonziige ohne Uberschneidungen).

Als Dateiformate akzeptieren wir die Vektorgraphikformate svG (Scalable Vector Graphics) und
IPE (vom gleichnamigen Graphikprogramm). Beides sind XML-basierte Dateiformate. Wir lesen
sie mit dem in Qt [88] integrierten XQuery-Parser.

Skript-Dateien Zusétzlich konnen Kurven per JavaScript-Dateien ,,programmiert” werden. Wir
stellen hierfiir eine einfache API zur Verfiigung, eine Art ,Turtle Graphics“, mit der sich die
beiden Polygonziige erzeugen lassen. Eine Beschreibung findet im Anhang B.1.2. Damit lassen
sich komplexe Polygonziige erstellen, die mit einem graphischen Editor nur schwer zu zeichnen
waéren. Die Beispiele in Kapitel 4.3.1 und 4.5.1 wurden durch solche Skripte erzeugt.

5.11.2. Integration der Algorithmen in die graphische Oberflache

Einige Algorithmen haben sehr kurze Laufzeiten. Sie werden unmittelbar ausgefiihrt, wenn der
Benutzer den Wert von ¢ dndert. Zu den kurzlaufenden Aufgaben zdhlen:

* die Berechnung des Free-Space-Diagramms,

* der Entscheidungsalgorithmus fiir Polygonziige. Wenn das Entscheidungsproblem eine
Losung hat, wird sofort ein giiltiger Pfad im Free-Space-Diagramm angezeigt.

* der Greedy-Algorithmus fiir den k-Fréchet-Abstand. Die Ergebnisse kpq und kqp (aus
Kapitel 5.10.3) werden angezeigt.

Langer laufende Algorithmen werden vom Benutzer per Knopfdruck gestartet:
* der Entscheidungsalgorithmus fiir einfache Polygone,
* die Optimierungsalgorithmen fiir Polygonziige und fiir einfache Polygone,
* der Brute-Force-Algorithmus fiir den k-Fréchet-Abstand.

Um die Bedienung der graphischen Oberfldche nicht zu behindern, arbeiten die langlaufenden
Algorithmen in separaten Threads (Arbeitsthreads). Der Benutzer hat jederzeit die Moglich-
keit, einen langlaufenden Arbeitsthread abzubrechen (z.B. den Brute-Force-Algorithmus mit
exponentieller Laufzeit).
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Arbeitsthreads werden auf folgende Weise kontrolliert beendet:

1. wenn der Benutzer den Abbruch anfordert, wird zunichst ein Flag gesetzt (mit der Speicher-
klasse volatile).

2. der Arbeitsthread priift dieses Flag in regelméligen Abstdnden.

3. wenn der Arbeitsthread feststellt, dass der Benutzer das Flag gesetzt hat, bricht er seine
Arbeit ab. Dies kann am Einfachsten dadurch geschehen, dass der Arbeitsthread eine
Exception wirft.

4. die Applikationslogik fangt die Exception, gibt die entsprechenden Speicher-Ressourcen
frei und aktualisiert die Benutzeroberflache.

Nur auf diese Art und Weise werden Threads zuverldssig und ohne Speicher-Leaks beendet. Die
Arbeitsthreads wurden mit der Qt-Thread-API realisiert, da sie sich einfach in die Anwendung
integrieren lasst. Fiir Multi-Core-Anwendungen in Kapitel 7 verwenden wir zusatzlich die TBB-
Thread-API [71]. Erfreulicherweise lassen sich beide APIs (Qt-Thread und TBB) reibungslos
miteinander kombinieren.

5.12. Bedienung in einem Kommandozeilen-Terminal

Fiir weitergehende Tests oder Benchmarks lasst sich Fréchet View iiber die Kommandozeile
steuern. Im Kommandozeilen-Modus wird einer der Algorithmen auf eine Datei angewandt und
die Ergebnisse ausgegebenen. Zusitzlich werden auch genaue Zeitmessungen gemacht. Die
Ergebnisse in Kapitel 9 wurden so ermittelt. Im Anhang B.1.3 werden die Kommandozeilen-
Schalter beschrieben.

5.13. Unit Tests

Die Entwicklung der Algorithmen wurde durch Unit Tests begleitet. Es wurden Tests erstellt,
mit denen einzelne Komponenten automatisiert mit vorgegebenen oder zufillig erzeugten Da-
ten getestet werden konnen. So entstanden zahlreiche Testfalle fiir Erreichbarkeits-Strukturen,
Erreichbarkeits-Graphen, fiir die konvexe Zerlegung und Triangulierung von Polygonen, fiir den
Algorithmus von Guibas et al. [64] sowie fiir die Boolesche Matrixmultiplikation.

Weiter wurden im Source-Code Testbedingungen (Assertions) eingebaut. Diese Testbedingungen
werden in der ver6ffentlichten Programmversion ausgeschaltet. Wahrend der Entwicklung sind
sie aber ein wichtiges Hilfsmittel, um Fehler aufzuspiiren.

Assertions und Unit Tests sind unerlassliche Entwicklungswerkzeuge, um komplexe Algorithmen
wie die hier vorgestellten zu entwickeln. Eine Garantie fiir eine fehlerfreie Implementierung
bieten sie aber selbstverstandlich nicht.
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6

Boolesche Matrixmultiplikation

In Kapitel 5.6 haben wir wir uns dafiir entschieden, die Erreichbarkeits-Graphen in Form von
Booleschen Adjazenzmatrizen zu realisieren. Die aufwendigste Operation auf Erreichbarkeits-
Graphen ist die MERGE-Operation. Sie berechnet den transitiven Abschluss zweier Graphen.
Diese Operation implementieren wir durch die Multiplikation zweier (Teil-) Matrizen (Kapi-
tel 5.6.3). Die MERGE-Operationen beanspruchen einen grof3en Teil der Gesamtlaufzeit des
Algorithmus fiir einfache Polygone. Wir widmen deshalb ihrer effizienten Implementierung be-
sondere Aufmerksamkeit.

Definition 6.1 Boolesche Algebra
Der Wertebereich der Booleschen Algebra ist B = {0, 1}.

Mit V bezeichnen wir die logische Disjunktion (OR-Verkniipfung).
Mit A bezeichnen wir die logische Konjunktion (AND-Verkniipfung).

B bildet mit V als Addition und A als Multiplikation einen algebraischen Halbring.

Wenn wir die Negation — hinzunehmen, entsteht ein Boolescher Verband, oder eine Boolesche
Algebra. Wenn wir die Addition mit XOR durchfiihren, so erhalten wir einen algebraischen Ring.
Diesen Ring bezeichnen wir auch als [, oder GF(2), den Galois-Korper mit zwei Elementen.

Wir sprechen im Folgenden der Einfachheit halber von ,der” Booleschen Algebra, auch wenn
wir meist nur auf die Eigenschaften des Halbrings (B, V, A) Bezug nehmen.

Definition 6.2 Boolesche Matrixmultiplikation

Sei A € B™" eine Boolesche Matrix mit m Zeilen und n Spalten.
Sei B € B™ eine Boolesche Matrix mit n Zeilen und [ Spalten.

Das Produkt
C=A0B

ist eine Boolesche Matrix C € B™<! mit m Zeilen und [ Spalten. Ihre Elemente ergeben sich als
n
Cj = \/Aik A By;j
k=1
fir 1<i<m,1<j<L

Fiir eine solche Matrixmultiplikation werden m-n -l Konjunktionen und m-(n—1)-[ Disjunktionen
durchgefiihrt. Wenn wir annehmen, dass sich m, n, [ in der gleichen Gr6enordnung N bewegen,
so haben wir O(N?) Operationen.

89



Kapitel 6. Boolesche Matrixmultiplikation

6.1. Ein ,naiver* Ansatz

In Listing 6.1 fithren wir die Multiplikation auf naheliegende Weise mit drei verschachtelten
Schleifen durch. Die logische Disjunktion (OR) erlaubt uns eine Vereinfachung: wir konnen die
innere Schleife vorzeitig abbrechen, sobald ein Term den Wert 1 annimmt (Listing 6.2).

for ie{1,...,m} for ie{1,...,m}
for je{1,...,1} for je{1,...,1}
{ {
bool sum = Aj; A By bool sum =0
for ke {2,...,n} for ke {1,...,n}
sum = sum V (A A By;) if (A A Bij) {
Cij = sum sum =1
} break
b
Cij = sum
}
Listing 6.1: Pseudocode zur Matrixmultiplikation Listing 6.2: mit Schleifenabbruch

Wie oft die innere Schleife durchlaufen wird, héngt von der Verteilung der Einsen in A und B ab.
Wenn wir annehmen, dass ein Element mit der Wahrscheinlichkeit p < 1 den Wert 1 annimmt,
so ist die Wahrscheinlichkeit fiir den Abbruch der Schleife in jeder Iteration p2. Die Anzahl der
Schleifendurchlaufe wird durch eine geometrische Verteilung beschrieben, ihr Erwartungswert
ist 1/p?. Dieser Erwartungswert ist insbesondere nicht von N abhingig. Im Worst-Case bleibt
der Gesamtaufwand jedoch bei O(N3).

Boolesche arithmetische Operationen konnen auf CPUs sehr effizient durchgefiihrt werden. Jede
CPU besitzt Befehle, mit denen sich AND-Verkniipfungen bzw. OR-Verkniipfungen auf 64 Bits
(oder sogar 128 Bits) in wenigen Taktzyklen berechnen lassen. Dazu ist es hilfreich, wenn die
Elemente der Matrizen A und B passend im Speicher angeordnet sind. Um z. B. die oben beschrie-
benen Schleifen effizient zu bearbeiten, sollten die Elemente von A zeilenweise angeordnet sein,
die Elemente von B hingegen spaltenweise. Ggf. muss also B erst transponiert werden, damit
wir die benachbarten Bits von B effizient lesen kénnen.

Wiahrend einer Multiplikation werden jeweils N° Lesezugriffe auf die Matrizen A und B durchge-
fithrt, und N2 Schreibzugriffe auf die Matrix C. Wir werden spiter sehen, dass fiir die Bewertung
der Algorithmen nicht nur die Anzahl der arithmetischen Operationen wichtig ist, sondern auch
die Anzahl (und die Verteilung) der Speicherzugriffe.

6.2. Warum nicht Coppersmith und Winograd?

Die besten bisher bekannten Algorithmen zur Matrixmultiplikation stammen von Strassen [93]
und von Coppersmith und Winograd [48]. Sie erreichen eine asymptotische Komplexitit von
O(N?376), Weitere kleine Verbesserungen wurden in den letzten Jahren erzielt.

Allerdings setzen diese Algorithmen voraus, dass der Wertebereich der Matrixelemente einen
algebraischen Ring bildet (z. B. die ganzen Zahlen Z, oder die rationalen Zahlen Q). Die Boole-
sche Algebra scheidet hier leider aus, sie bildet nur einen Halbring; kurz gesagt, gibt es in der
Booleschen Algebra keine Subtraktion.

Um einen der Algorithmen von Coppersmith und Winograd [48] anzuwenden, miissen wir des-
halb die Matrixelemente als ganze Zahlen oder Flielf(kommazahlen speichern. Das bringt einen
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Nachteil mit sich: wir benotigen deutlich mehr Speicherplatz. Wir werden an anderer Stelle
sehen, dass der Speicherbedarf ein wichtiges Kriterium zur Beurteilung von Algorithmen fiir die
Boolesche Matrixmultiplikation darstellt (Kapitel 6.3.3).

AulBerdem konnen wir die sehr effizienten CPU-Befehle fiir Boolesche Arithmetik nicht nut-
zen. Stattdessen miissen wir Ganzzahl- oder Fliekomma-Multiplikationen durchfithren. Der
Mehraufwand (,,konstante Faktoren®) ist erheblich.

In Kapitel 9.1 haben wir einige Vergleichsmessungen durchgefiihrt. Wir haben Matrixmultipli-
kationen mit einigen numerisch hochoptimierten Bibliotheken durchgefiihrt (Intel MKL [70]
und andere). Einige dieser Bibliotheken nutzen die Rechenleistung einer GPU (CLBlast [84]).
Die Eingaben liegen in der GroRenordnung, die wir fiir unsere Probleme erwarten, und die auf
iiblicher PC-Hardware beherrschbar sind.

Zum Vergleich haben wir eine Bibliothek aufgelistet, die auf Boolesche Arithmetik spezialisiert
ist (M4RI [8], wir werden sie bald genauer kennenlernen). Die Ergebnisse dieser Bibliothek
sind um mehr als den Faktor 30 besser als die Ergebnisse der Ganzzahl- und FlieBkomma-Algo-
rithmen. Auch auf GPU-Hardware liefert die auf Boolesche Arithmetik spezialisierte Software
bessere Ergebnisse (siehe Kapitel 8).

Diese Messungen erheben keinen Anspruch auf Allgemeingiiltigkeit. Wir denken aber, dass sie
ausreichen, um das unterschiedliche Verhalten der Algorithmen zu demonstrieren.

Wir ziehen als Fazit: die Algorithmen von Coppersmith und Winograd [48] sind zwar asympto-
tisch besser, aber fiir unsere Anwendungsfélle und Problemgrof3en nicht gut geeignet.

6.3. Die Methode der Vier Russen

Wir stellen nun eine Methode vor, welche den ,naiven“ Algorithmus zur Booleschen Matrix-
multiplikation beschleunigen kann. Den Ausgangspunkt bildet die Arbeit der ,,Vier Russen” Ar-
lazarov etal. [18].! Die Methode ldsst sich in etwas verallgemeinerter Form auch auf andere
Probleme anwenden [35, 66].

Eine Voraussetzung fiir die Methode der Vier Russen ist, dass die Elemente der Matrizen einen
kleinen Wertebereich besitzen; in unserem Fall B = {0, 1}.

Wir wahlen zunéchst eine BlockgrdfSe k < N. Fiir einen Blockstreifen von k Zeilen aus B erstellen
wir eine Lookup-Tabelle, die alle Linearkombinationen dieser k Zeilen enthélt. Die Tabelle enthélt
somit 2X Zeilen. Beim Fiillen dieser Tabelle benétigen wir keine Konjunktionen, sondern miissen
lediglich Zeilen addieren. Bei der Berechnung der Ergebniszeilen wird auf diese Lookup-Tabelle
zuriickgegriffen und man spart sich etliche Operationen. Wir iterieren iiber eine Zeile von A und
bilden Blécke aus jeweils k Eintrigen (Bits). Ein Block von k Bits hat 2¢ mogliche Werte; sie
dienen als Index in die Lookup-Tabelle. Die Summe der Zeilen aus der Lookup-Tabelle ergibt
dann die Ergebniszeile in C.

IWir wissen nicht, ob es sich bei den vier Autoren wirklich um Russen handelt; der Begriff hat sich so eingebiirgert.
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A Lookup-Tabelle C

%

T -
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Abbildung 6.1.: Matrixmultiplikation mit der Methode der Vier Russen
Rot: ein Block aus A. Blau: die Lookup-Tabelle. Griin: Ergebniszeile in C.

for (block_offset =0; block_offset < N; block_offset +=k)
{

T = createlLookupTable(block_offset)
for ie{0,...,N—1}
for je€{0,k,2k,...,N — k}
{ // extrahiere k Bits aus einer Zeile von A
bool[k] a=A[i][j...j+k—-1]
// und verwende sie als Index in die Lookup—Tabelle
Cli] = C[i] Vv Tla]

O ©® N o U A W N -

HH
- o
]
[

Listing 6.3: Methode der Vier Russen: Hauptschleife

6.3.1. Komplexitatsanalyse

Erstellen der Lookup-Tabellen Wir teilen die Matrix B in N/k Blockstreifen auf. Fiir jeden
Streifen muss eine Lookup-Tabelle erstellt werden. Eine Lookup-Tabelle besteht aus 2X Zeilen

mit jeweils N Eintrdgen. Mit

Nk
— .9k.N
k

Additionen konnen wir alle Lookup-Tabellen erstellen.

Berechnen der Ergebnisse Wir haben N Ergebniszeilen; fiir jede Zeile iterieren wir iiber N /k
Blocke in A und lesen eine Zeile der Lange N aus der Lookup-Tabelle. Zur Berechnung der
Ergebnisse benotigen wir damit

Additionen.

Gesamtkosten Insgesamt kostet eine Matrixmultiplikation nach der Methode der Vier Russen
NZ2.2k N®
+ RN
k k
Additionen. Wenn wir k = log N wéhlen, dann kommen wir auf Kosten von

N3
0]
(ng)
Es fallt auf, dass wir nur Additionen auf den Elementen ausfiihren, keine Multiplikationen. Bei der

Booleschen Arithmetik bringt uns dies allerdings keinen wirklichen Vorteil. Eine AND-Verkniip-
fung ist nicht teurer als eine OR-Verkniipfung. Weiter stellen wir fest, dass wir nur zeilenweise
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auf die Matrizen zugreifen. Im Gegensatz zur ,,naiven® Multiplikation ist es nicht notwendig, die
Matrix B zu transponieren.

Speicherplatz und Speicherzugriffe Zusatzlich zu den Matrizen A, B und C werden fiir die
Lookup-Tabelle N - (2K — 1) Bits an Speicher benétigt. Eine Zeile besteht aus N Bits, es gibt 2K
Linearkombinationen. Die Zeile an Stelle 0 kann man einsparen.

Jeder Eintrag in der Matrix A wird N/k mal gelesen, insgesamt haben wir N3 /k Lesezugriffe auf
A und ebensoviele Schreibzugriffe auf C. Die Matrix B wird nur einmal gelesen und zeilenweise
in die Lookup-Tabellen kopiert, also haben wir N? Lesezugriffe auf B.

6.3.2. Die Bibliothek M4RI

Die Software-Bibliothek M4RI [8, 9] implementiert die Matrixmultiplikation mit Hilfe der Vier-
Russen-Methode. M4RI ist ein Open-Source-Projekt, das u. a. in den Mathematik-Anwendungen
SageMath und PolyBoRi zum Einsatz kommt.

Wir verwenden diese Bibliothek in unserer Implementierung, mussten sie aber zunéchst auf
unsere Bediirfnisse anpassen. Urspriinglich war nur die Matrixmultiplikation auf [, (dem Galois-
Korper mit zwei Elementen, siehe Definition 6.1) implementiert. Gliicklicherweise sind die Unter-
schiede nicht sehr grol3. In [, wird die Addition (und Subtraktion) durch eine XOR-Verkniipfung
realisiert.

Unser Beitrag Um den Code von M4RI fiir unsere Zwecke nutzbar zu machen, ersetzten wir
alle XOR-Verkniipfungen durch OR-Verkniipfungen. Aulerdem musste auch das Befiillen der
Lookup-Tabellen angepasst werden. Die urspriingliche Version verwendet beim Befiillen der
Tabellen eine Schleife iiber Gray-Codes, die in dieser Weise nur auf [, funktioniert. Wir ersetzen
sie durch eine etwas andere Konstruktion, die aber dhnlich effizient arbeitet (siehe Listing 6.4).
Unsere Code-Erweiterungen zur Matrixmultiplikation auf dem Booleschen Halbring sind in das
Open-Source-Projekt M4RI zuriickgeflossen.

function createlLookupTable(block_offset)
{ // Berechne alle 2¢ Linearkombinationen von k Zeilen aus B
bool T [2F][N]
// Linearkombinationen mit genau einem Bit (eine Zeile aus B kopieren)
for je{0,...,k—1}
T [2/] = B[block_offset+j]
/7 Linearkombinationen mit zwei und mehr Bits
for he{2,...,k}
for j | popcount(j) = h // alle Werte mit genau h Bits
T[j] = T[tsb()] Vv T[j— lsb(j)]
// popcount(i) liefert die Anzahl gesetzter Bits (das Hamming—Gewicht)
// Isb(1) liefert die Position des kleinsten gesetzten Bits einer Zahl
return T

Listing 6.4: Methode der Vier Russen: Fiillen einer Lookup-Tabelle

Dreiecksmatrizen Fiir Dreiecksmatrizen, wie wir sie in Kapitel 5.6.2 verwenden, konnen wir die
Methode der Vier Russen etwas optimieren. Die Lookup-Tabellen passen sich den Zeilenldngen
von A und B an. Leere Bereiche werden nicht in die Lookup-Tabelle {ibernommen. Auch hierfiir
haben wir den Source-Code von M4RI erweitert.
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6.3.3. Speicherzugriffe bei der Booleschen Matrixmultiplikation

Die Methode der Vier Russen reduziert die Anzahl arithmetischer Operationen bei der Booleschen
Matrixmultiplikation. Bei der Beurteilung des Verfahrens diirfen wir aber nicht nur die Anzahl
der arithmetischen Operationen beachten; dhnlich wichtig (mitunter wichtiger) ist die Anzahl
der Speicherzugriffe.

Probleme, deren Laufzeit vorwiegend durch arithmetische Operationen bestimmt wird, bezeich-
nen wir als CPU-bound. Probleme, deren Laufzeit durch Speicherzugriffe dominiert wird, nen-
nen wir Memory-bound, oder Latency-bound. Wéahrend die Multiplikation von Fliekomma-
Matrizen iiblicherweise CPU-bound ist, ist die Boolesche Matrixmultiplikation in hohem Mal3e
Memory-bound.

Tatséchlich sind bei modernen CPU-Architekturen Zugriffe auf den Hauptspeicher sehr viel teurer
als arithmetische Operationen. CPUs werden daher mit schnellen Cache-Speichern ausgestattet,
deren Nutzung aber sorgfaltig geplant sein will.

Der schnellste Cache-Speicher ist der Level-1 (L1) Cache. Er hat iiblicherweise eine Grof3e
von 32KB. Der nichstgrofiere Cache L2 hat eine {ibliche Gréf3e von 256KB bis iiber iMB. Der
néchstgrofiere Cache L3 hat eine iibliche Grolde von einigen MB. Jeder Kern eines Multi-Core-
Prozessors hat in der Regel eigene L1- und L2-Caches, wihrend der L3-Cache von allen Kernen
gemeinsam genutzt wird.

M4RI [8] passt die Arbeitsmenge, d.h. die Menge aktuell bearbeiteter Daten, an die Grolse
der CPU-Caches an. Die Lookup-Tabelle wird so ausgelegt, dass sie komplett im L2-Cache Platz
findet. Jeweils ein Blockstreifen von B und die zugehorige Lookup-Tabelle kann dann von einem
Prozessorkern bearbeitet werden. Die GroRe der Lookup-Tabellen kann iiber den Parameter k
gesteuert werden. Um die Lookup-Tabelle vollstindig im L2-Cache unterzubringen, miissen wir
ggf. Abstriche bei der Wahl von k machen. Wir miissen in Kauf nehmen, dass k nicht den optima-
len Wert k = log N annehmen kann. In vielen Féllen ist der L2-Cache schon bei k = 8 belegt. Der
theoretisch erreichbare Gewinn durch die Vier-Russen-Methode sinkt durch diese Einschrankung.

Die Iteration iiber die Zeilen von A und C ist so ausgelegt, dass eine Arbeitsmenge im L3-Cache
Platz findet. Idealerweise passen die Matrizen A und C vollstdndig in den L3-Cache. Sind sie
grofder, so werden sie in horizontale Biander unterteilt und jeweils ein Band bearbeitet. Das fiihrt
ggf. dazu, dass die Lookup-Tabellen mehrfach berechnet werden miissen, wodurch wieder die
theoretisch erreichbare Leistung sinkt.

Es ist wichtig zu beachten, dass die L2- und L3-Caches durch eine einzige Matrixmultiplikation
bereits grofStenteils belegt sind. Wird eine weitere Matrixmultiplikation in einem anderen Thread
durchgefiihrt, dann machen sich die Threads gegenseitig den L3-Cache streitig. Die Leistung
wird dadurch sehr stark beeintréchtigt. Wir werden bei der Parallelisierung des Algorithmus fiir
einfache Polygone in Kapitel 7.6 auf diese wichtige Beobachtung zuriickkommen.

Die hier gemachten Bemerkungen iiber Speicher-Architekturen gelten iibrigens in dhnlicher Wei-
se auch fiir GPUs in Kapitel 8. Dort werden wir ebenfalls feststellen, dass die Planung der Spei-
cherzugriffe mindestens so viel Aufmerksamkeit erfordert, wie die arithmetischen Operationen.
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Parallelisierung fur Multi-Core-Rechner

In diesem Kapitel betrachten wir Ansitze, um die Algorithmen fiir Polygonziige und fiir einfache
Polygone durch parallele Programmierung zu beschleunigen. Wir konzentrieren uns auf weit
verbreitete Multi-Core-Architekturen. Wir nehmen an, dass ein Prozessor mehrere CPU-Kerne
(2, 4, 8 oder mehr) besitzt, die unabhingig voneinander Berechnungen durchfiihren. Alle Kerne
greifen auf einen gemeinsamem Speicher zu (Shared Memory), wobei die Speicherzugriffe durch
Cache-Speicher gepuffert werden (siehe auch Kapitel 6.3.3).

Fiir Anwendungen mit sehr grofen Eingabedaten mogen auch andere parallele oder verteilte
Architekturen in Frage kommen; diese sind aber nicht Gegenstand unserer Arbeit.

Die bekanntesten und am weitesten ausgereiften Werkzeuge zur parallelen Programmierung
in G++ sind die Frameworks OpenMP und Intel Threading Building Blocks (TBB [71]). Wir
verwenden in unserer Implementierung Letzteres, da TBB leicht integrierbar ist und eine gut
verstandliche API besitzt. Alle im Folgenden beschriebenen Ansétze lassen sich aber ebenso mit
OpenMP umsetzen.

Wir identifizieren hier diejenigen Teile der Algorithmen, die fiir eine parallele Ausfithrung geeignet
sind und die eine merkliche Beschleunigung versprechen.

7.1. Berechnung des Free-Space

Der Free-Space besteht aus 2 - n - m Intervallen, die unabhéngig voneinander berechnet werden
konnen. Als Eingabedaten dienen die Eckpunkte der Polygonziige P und Q.

Wenn die Berechnung der Intervalle in zwei verschachtelten Schleifen stattfindet, so kann die
dullere Schleife auf die CPU-Kerne verteilt werden. Jeder Kern arbeitet auf einem eigenen
Abschnitt der Schleife. In der TBB-API kann dies z. B. wie in Listing 7.1 ausgedriickt werden. Es
finden keine konkurrierenden Schreibzugriffe statt.

TBB wurde so konfiguriert, dass fiir jeden Prozessorkern genau ein Thread angelegt wird. Die Ver-
waltung der Threads und das Verteilen der einzelnen Arbeitspakete wird von der TBB-Laufzeit-
Umgebung weitgehend transparent durchgefiihrt. Ebenso sorgt die TBB-Laufzeit-Umgebung
dafiir, dass der Hauptprozess auf die Ergebnisse der einzelnen Threads wartet.

Die Parallelisierung einer Schleife verursacht auch zusétzliche Kosten, da die Arbeit auf meh-
rere Threads verteilt und auf die Beendigung der Arbeit gewartet werden muss. Bei mehrfach
verschachtelten Schleifen sollte daher stets darauf geachtet werden, die dufSerste Schleife zu
parallelisieren — wenn die Abhédngigkeiten der Datenzugriffe dies erlauben.
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tbb::static_partitioner sp;
tbb: :parallel_for (@, n, [&] (int i)

{
for(int j=0; j < m; ++j)
{
Ljj = calculateFreeSpaceSegment(P;, Q;,Qji1, €);
Bjj = calculateFreeSpaceSegment(Q;, P;,Pi+1, €);
)
3, sp);

/* static_partitioner teilt eine Schleife in gleich grofse Bereiche und
verteilt sie auf die Progessorkerne. Andere Schemata sind bei Bedarf maoglich. */

Listing 7.1: Beispiel: parallele Berechnung der Free-Space-Intervalle

Uberdies sollte darauf geachtet werden, dass lesende Speicherzugriffe moglichst in benachbarten
Bereichen stattfinden, um die Cache-Speicher moglichst gut auszunutzen. Im Beispiel Listing 7.1
werden die Ergebnisse L;; und B;; spaltenweise abgelegt, sodass die innere Schleife auf einem
zusammenhdngenden Speicherbereich arbeiten kann.

Wie man sieht, lasst sich die Berechnung des Free-Space recht leicht parallelisieren. Allerdings
macht diese nur einen kleinen Teil der Gesamtlaufzeit der Algorithmen von Alt und Godau [13]
und von Buchin et al. [27] aus. Der Gewinn ist fiir die Gesamtlaufzeit also nicht sehr grol3.

7.2. Berechnung der Erreichbarkeits-Strukturen

Im Algorithmus von Alt und Godau [13] werden Erreichbarkeits-Strukturen nach einem Divide-
and-Conquer-Verfahren rekursiv berechnet (Kapitel 2.7). In jedem Teilschritt werden zwei Erreich-
barkeits-Strukturen miteinander verbunden. Die Teilschritte arbeiten auf voneinander unabhén-
gigen Daten und lassen sich daher ebenfalls auf mehrere Prozessorkerne verteilen. Allerdings

konnen die Arbeitspakete fiir die einzelnen Threads nicht so einfach geschniirt werden, wie dies

bei der Free-Space-Berechnung der Fall war.

Wir bilden die Schritte des Divide-and-Conquer-Verfahrens in einem Aufruf-Graphen ab (Abb. 7.1).
Solche Aufruf-Graphen lassen sich mit TBB modellieren. Jeder Arbeitsschritt (MERGE zweier

Erreichbarkeits-Strukturen) bildet einen Knoten — einen Task — im Graphen. Die Kanten geben

die Abhéngigkeiten der Tasks wieder.

Wir miissen die Modellierung der Tasks nicht bis zu den Blattern des Aufruf-Graphen durch-
fiithren, sondern nur fiir die oberen Ebenen. Sobald wir ausreichend viele Tasks haben, um die
Prozessorkerne vollstédndig auszulasten, kénnen die darunterliegenden Teilbdume sequentiell
abgearbeitet werden. Eine weitere Aufteilung in parallele Tasks ist nicht hilfreich, wenn schon
alle Prozessorkerne beschéftigt sind.

Die Verteilung der Tasks auf die verfiigbaren Prozessorkerne und die Verwaltung der Abhéngig-
keiten wird wiederum von der TBB-Laufzeit-Umgebung durchgefiihrt.

Im oberen Teil des Aufruf-Graphen, nahe bei der Wurzel, stellen wir fest, dass nur noch wenige
Tasks parallel bearbeitet werden konnen. Sobald wir uns der Wurzel des Aufruf-Graphen nahern
sinkt daher die Auslastung der Prozessorkerne.

Alternativen? Um die Auslastung der Prozessorkerne in diesen letzten Schritten zu verbessern,
koénnten wir eine Parallelisierung auf der nachst tieferen Ebene anstreben. Wir kénnten versuchen,
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/N

1
L L
a

1 0 O

Abbildung 7.1.: Aufruf-Graph zur Berechnung einer Erreichbarkeits-Struktur

Die inneren Knoten entsprechen MERGE-Operationen.

Verteilung auf vier Prozessoren = vier Farben.

einen einzelnen MERGE-Task auf mehrere Kerne zu verteilen. Dies gestaltet sich aber sehr
schwierig, da eine Erreichbarkeits-Struktur aus vielen voneinander abhidngigen Datenstrukturen
besteht: doppelt verkettete Listen mit Zeigern zwischen den Listen, siehe Kapitel 5.2.

Wenn nun mehrere parallele Threads dieselbe Datenstruktur lesen und verdndern, miissen wir
dulerst sorgfiltig vorgehen, um konkurrierende Schreibzugriffe zu regeln. Vermutlich wiirde der
zuséatzliche Aufwand zur Synchronisierung von Schreibzugriffen den Vorteil der Parallelisierung
zunichte machen. Wir haben diese Idee daher nicht weiterverfolgt. Wir halten die implementierte
Losung fiir ausreichend, da sie bereits den weitaus grofsten Teil des Aufruf-Graphen parallel
verarbeiten kann.

7.3. Berechnung der Erreichbarkeits-Graphen

Im ersten Schritt des Algorithmus von Buchin et al. [27] wird eine Liste von Erreichbarkeits-
Graphen berechnet (Kapitel 3.9). Die Daten dieser Liste sind voneinander unabhingig und des-
halb kénnen die Berechnungen leicht parallel durchgefiihrt werden. Ahnlich wie in Kapitel 7.1
wird eine Schleife auf die verfiigbaren Prozessorkerne verteilt.

Die Ergebnisse werden in einer Memoisierungs-Struktur gespeichert. Um konkurrierende Schreib-
zugriffe auf diese Datenstruktur aus mehreren Threads durchzufiihren, werden die Zugriffe durch
Semaphore gesichert. TBB bietet bereits eine entsprechende Datenstruktur an: tbb: : concur-
rent_unordered_map ist eine Hash-Tabelle, die konkurrierende Schreibzugriffe erméglicht. Der
zusatzliche Aufwand ist vertretbar, da im Verlauf des Algorithmus nur vergleichsweise wenige
schreibende Zugriffe stattfinden, namlich O(k) (siehe Kapitel 3.13.1).
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7.4. Berechnung der giiltigen Platzierungen

Im néchsten Schritt des Algorithmus von Buchin et al. [27] werden giiltige Platzierungen fiir
alle Diagonalen der konvexen Zerlegung berechnet. Die berechneten Ergebnisse sind wieder-
um voneinander unabhéngig, somit kann auch hier die Schleife iiber die Diagonalen auf die
Prozessorkerne verteilt werden.

Der Algorithmus von Guibas et al. [64] zur Berechnung von Shortest-Path-Trees arbeitet auf einer
Triangulierung der Kurve Q. Hier miissen wir beachten, dass die Datenstruktur der Triangulierung
im Laufe des Algorithmus verdndert wird. Deshalb erhélt jeder parallele Thread zu Anfang
eine identische Kopie der Triangulierungs-Datenstruktur. TBB bietet hierfiir Unterstiitzung in
Form von sogenannten Thread-lokalen-Datenstrukturen an. Wir miissen lediglich das Original
berechnen und eine Funktion zur Verfiigung stellen, welche identische Kopien erstellt (einen
Copy Constructor). Ebenso werden die Trichter-Datenstrukturen aus Kapitel 5.5 als Thread-lokale
Kopien vorgehalten.

7.5. Kritische Werte

Die kritischen Werte fiir das Optimierungsproblem konnen ebenfalls parallel berechnet werden.
Ahnlich wie in Kapitel 7.1 bietet sich dafiir wieder eine verteilte Schleife an. Allerdings miissen
die Ergebnisse am Ende in einer gemeinsamen sortierten Liste vorliegen. Jeder Thread arbeitet
zundchst auf einer Thread-lokalen Kopie und erstellt einen Teil der Ergebnisse. Danach miissen
die berechneten Listen zusammengefiihrt und sortiert werden. Beim Zusammenfiihren ist uns
wieder die TBB-Laufzeit-Software behilflich.

Das abschlieRende Sortieren der kritischen Werte erfolgt mit einer verteilten Sortierfunktion
(tbb::parallel_sort), die wiederum alle Prozessorkerne nutzt. Die Kosten fiir das Berech-
nen der kritischen Werte werden — genau wie im sequentiellen Fall — von der abschlieRenden
Sortierung dominiert. Mit p Prozessorkernen kann die parallele Sortierfunktion N Eintradge in

o (NlogN)
P

Schritten sortieren.

7.6. Parallele Matrixmultiplikation

In Listing 6.3 auf Seite 92 haben wir gesehen, dass die Hauptfunktion der Vier-Russen-Multiplikation
aus drei verschachtelten Schleifen besteht:

* Die duldere Schleife in Zeile 1 iteriert iiber die Blocke von B.
In jeder Iteration wird jeweils eine Lookup-Tabelle berechnet.

* Die mittlere Schleife in Zeile 4 iteriert {iber alle Zeilen von A und C.
* Die innere Schleife in Zeile 5 iteriert {iber die Spalten von A.
Die Frage ist nun, welche dieser Schleifen sich am besten zur Parallelisierung eignet?

Es wére naheliegend, die dufSere Schleife zu verteilen, aber dann hitten wir konkurrierende
Schreibzugriffe auf die Ergebnismatrix C. Wir miissten einen erhéhten Aufwand treiben, um
diese Zugriffe zu synchronisieren.
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7.7. Warum wir die Hauptschleife nicht parallelisieren

Wir entscheiden uns stattdessen, die mittlere Schleife in Zeile 4 zu parallelisieren. Jeder Pro-
zessorkern arbeitet auf einem separaten Bereich von Zeilen, es finden keine konkurrierenden
Schreibzugriffe statt.

Damit auch die Berechnung der Lookup-Tabellen in Zeile 3 von der Parallelisierung profitieren
kann, passen wir den Vorgang etwas an. Wir erstellen in jedem Durchlauf der duf3eren Schleife
nicht nur eine Lookup-Tabelle, sondern acht Lookup-Tabellen. Konzeptionell dndert dies aber
nichts am Algorithmus, wie er in Listing 6.3 beschrieben wurde.

In Kapitel 6.3.3 haben wir die Speichernutzung von M4RI erldutert. Jeweils ein Satz von Lookup-
Tabellen fiillt den 1.2-Cache. Der 1.3-Cache wird von den Matrizen A und C belegt. Damit ist diese
Implementierung gut auf die parallele Ausfithrung abgestimmt: jeder Prozessorkern arbeitet auf
separaten Lookup-Tabellen, wihrend sich alle Kerne die Ein- und Ausgabedaten teilen.

Wichtig ist aber, dass nur eine Matrixmultiplikation durchgefiihrt wird. Wenn zwei oder mehr
Multiplikationen gleichzeitig stattfinden, geht die sorgfiltig kalkulierte Belegung der Cache-
Speicher nicht mehr auf. In diesem Fall miissen Daten wiederholt in den Cache geladen werden
(,,Cache Thrashing®), dadurch sinkt die Leistung.

Aus dem gleichen Grund verzichten wir auf das bei Intel-Prozessoren mogliche Hyperthreading.
Mit aktiviertem Hyperthreading kann ein CPU-Kern zwei Hardware-Threads gleichzeitig verar-
beiten. Fiir CPU-lastige Probleme ist dies eine sinnvolle Option, nicht aber fiir unser Problem.
Die beiden Threads teilen sich ndmlich den gleichen Cache-Speicher — das wollen wir vermeiden.
Wir empfehlen, pro CPU-Kern genau einen Thread einzusetzen.

7.7. Warum wir die Hauptschleife nicht parallelisieren

Die Hauptschleife des Algorithmus von Buchin et al. [27] berechnet rekursiv Combined Re-
achability Graphs. In Kapitel 5.9 haben wir einen Ansatz vorgestellt, mit dem wir die Aufgaben
in sortierter Reihenfolge durchfiihren konnen. Wir erstellen dazu einen Aufruf-Graphen und
arbeiten die Auftrége in Reverse-Level-Order ab.

Neben der besseren Speicherplatznutzung bietet dies auch die Moglichkeit, die Auftrége einer
Ebene parallel abzuarbeiten. Nun bestehen diese Auftrige aber im Wesentlichen aus Matrix-
multiplikationen. Wir haben im vorhergehenden Kapitel 7.6 gesehen, dass sich eine Matrix-
multiplikation zwar parallelisieren lasst, aber nach Mdéglichkeit nicht mehrere Multiplikationen
gleichzeitig ausgefiihrt werden sollten. Damit ist der Ansatz aus Kapitel 5.9 zum Scheitern
verurteilt. Unsere Tests haben gezeigt, dass die Leistung der Matrixmultiplikationen tatsichlich
sehr stark sinkt, wenn wir mehrere Multiplikationen gleichzeitig durchfiihren. In Kapitel 8.7
werden wir aber auf die Idee zuriickkommen.

7.8. Welche Schritte haben wir nicht parallelisiert?

Nicht alle Schritte der Algorithmen eignen sich zur Parallelisierung. Die Bindrsuche des Optimie-
rungsalgorithmus ist dazu ungeeignet, denn jeder Schritt der Bindrsuche ist vom vorhergehenden
abhingig. Das Gleiche gilt fiir die Intervallschachtelung, die wir in Kapitel 5.7.2 beschrieben
haben.

Bei den Algorithmen zur konvexen Zerlegung von Polygonen (Kapitel 5.3) greifen wir auf die
sequentiellen Implementierungen von CGAL zuriick. Ob sich diese Algorithmen zur Paralleli-
sierung eignen, wére eine interessante Frage, die wir aber an dieser Stelle nicht beantworten
konnen und wollen.
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Kapitel 7. Parallelisierung fiir Multi-Core-Rechner

k-Fréchet-Abstand Auch die Algorithmen fiir den k-Fréchet-Abstand basieren auf einem Free-
Space-Diagramm. Dies wird parallel berechnet. Die zusammenhidngenden Komponenten werden
jedoch sequentiell berechnet. Der Aufwand féllt mit O(mn - a(mn)) nicht sehr ins Gewicht.

Die Greedy-Suche fiir den k-Fréchet-Abstand l&sst sich nicht parallelisieren. Die Brute-Force-
Suche konnte parallelisiert werden; aufgrund des exponentiellen Wachstum verspricht die Paral-
lelisierung aber wenig Vorteile. Wir haben sie deshalb nicht umgesetzt.

7.9. Erwartungen und Ergebnisse

Wir haben gesehen, dass die meisten Moglichkeiten zur Parallelisierung in der Aufteilung von
Schleifen liegen. Wenn wir p Prozessorkerne haben, so konnen wir bei gleichméfiger Auslastung
eine Beschleunigung um den Faktor p erwarten. Allerdings benétigt die Verwaltung und Synchro-
nisierung der Threads auch Zeit. AuSerdem kénnen wir nicht in allen Féllen eine gleichméaf3ige
Auslastung sicherstellen (Kapitel 7.2). Drittens lassen sich gewisse Teile der Algorithmen nicht
parallelisieren (Kapitel 7.8).

In Kapitel 9.4 haben wir einige experimentelle Ergebnisse zusammengestellt. Beim Entschei-
dungsalgorithmus fiir einfache Polygone erreichen wir Beschleunigungen, die durchaus in der
Grofdenordnung der theoretisch erreichbaren Werte liegen.

Bei den Optimierungsalgorithmen und beim Entscheidungsalgorithmus fiir Polygonziige liegen
die Beschleunigungen aus den oben angefiihrten Griinden etwas niedriger.
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8

GPGPU-Ansatze

Ein weitere Moglichkeit, die Laufzeit unserer Algorithmen zu verbessern, ist der Einsatz von
GPU-Hardware. GPUs (Graphics Processing Units) wurden urspriinglich zur Bildverarbeitung
und zur Unterstiitzung von graphischen Berechnungen gebaut, sie eignen sich aber auch fiir viele
rechenintensive Aufgaben (General Purpose GPUs, GPGPUs). Nach einer kurzen Einfiihrung in
die Hardware-Architektur stellen wir die wichtigsten Konzepte der GPU-Programmierung vor.
Eine kurze, aber informative Einfiihrung in die Programmierung von GPUs findet sich z.B. in
der Dokumentation von Nvidia [85, 86].

Danach stellen wir unsere Implementierung der Booleschen Matrixmultiplikation fiir GPU-
Hardware vor. Einige experimentelle Ergebnisse folgen in Kapitel 9.

Weise [94] und Gudmundsson und Valladares [62] haben in ihren Arbeiten die Berechnung
des Free-Space erfolgreich auf GPU-Hardware umgesetzt. Wir werden uns hingegen auf die
Boolesche Matrixmultiplikation konzentrieren, da sie den grofSten Anteil der Laufzeit des Algo-
rithmus fiir einfache Polygone ausmacht.

8.1. GPU-Architektur

Der Aufbau einer GPU unterscheidet sich stark von CPU-Architekturen. GPUs bestehen aus
einer grol3en Zahl von Recheneinheiten (Prozessoren), die aber nicht unabhéngig voneinander
arbeiten. Eine Gruppe von Prozessoren bildet einen Multiprozessor. Alle Prozessoren des Multi-
prozessors fiihren die gleichen Instruktionen auf unterschiedlichen Daten aus.

Iiultiprocessor
Control ALU ALU |
-
AU ALU =
.
-
.
|

CPU GPU

Abbildung 8.1.: Blockschaltbilder
(Zeichnung: Nvidia Corp. [85])
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Kapitel 8. GPGPU-Anséatze

Wir sprechen deshalb von datenparalleler Ausfithrung (Single Instruction Multiple Data, SIMD).
Ein GPU-Device besteht wiederum aus mehreren Multiprozessoren.

Die technische Entwicklung der GPU-Hardware ist nach wie vor rasant. Aktuelle hochwertige
GPUs enthalten nicht selten viele tausend Prozessoren. Im Vergleich dazu besitzen CPUs selten
mehr als 32 Prozessorkerne.

8.2. Speicher-Architektur

Device

Multiprocessor N

Multiprocessor 2

Multiprocessor 1

Instruction
Unit

Processor2 | ®®® | Processor M

T

Processor 1

T

Abbildung 8.2.: GPU-Speicherhierarchie
(Zeichnung: Nvidia Corp. [85])

Auch die Speicher-Architektur unterscheidet sich erheblich. Wahrend CPUs mit grofsen Cache-
Speichern ausgestattet werden, besitzen GPUs nur sehr kleine Cache-Speicher, die jeweils bei
einem Multiprozessor angesiedelt sind. Mit ca. 32KB bis 128KB sind sie deutlich kleiner als die
Cache-Speicher einer CPU.

Die Eingabedaten miissen zunéchst aus dem Hauptspeicher der CPU (dem Host-System) in den
Hauptspeicher der GPU kopiert werden (siehe auch Abb. 8.2).

Ein Multiprozessor besitzt einen Speicherbereich (Shared Memory), der von allen Prozessoren
dieses Multiprozessors gemeinsam genutzt werden kann. Zugriffe auf diesen gemeinsamen
Speicher sind deutlich schneller als Zugriffe auf den Hauptspeicher.

Wir werden versuchen, so oft wie mdglich Daten im Shared Memory unterzubringen, aber dessen
Grofde ist beschrinkt. Prozessoren konnen iiber das Shared Memory Daten austauschen, nicht
aber iiber die Grenzen von Multiprozessoren hinweg. Jeder Prozessor besitzt dariiber hinaus
noch einen Satz von Registern. Der Zugriff auf Prozessor-Register erfolgt sehr schnell in einem
Taktzyklus.

Nicht alle Algorithmen lassen sich sinnvoll auf einer GPU umsetzen. Wichtig ist, dass der Algorith-
mus einen hohen Grad an Datenparallelitit erlaubt. Algorithmen mit komplexen Datenstrukturen
oder rekursive Algorithmen sind iiblicherweise nicht fiir die Umsetzung auf einer GPU geeignet.
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8.2. Speicher-Architektur

8.2.1. Speicherzugriffe sorgfiltig planen

Wir haben vier Arten von Speicher kennengelernt:
1. Hauptspeicher auf dem Host-System (CPU)
2. Hauptspeicher auf dem GPU-Device (globaler Speicher)
3. Shared Memory des Multiprozessors

4. Prozessor-Register

Host-Speicher und GPU-Speicher Die Ubertragung von Daten vom Host-Hauptspeicher zur
GPU (und zuriick) wird iiber OpenCL-Auftrige durchgefiihrt. Die Ubertragung erfolgt meist
iiber Bus-Systeme wie z.B. PCI, und ist sehr viel langsamer als andere Zugriffsmethoden. Es
sollten nicht mehr Daten als notig zwischen diesen Speicherbereichen kopiert werden.

Globaler Speicher Zugriffe auf den globalen Hauptspeicher der GPU sind vergleichsweise lang-
sam (mehrere hundert Taktzyklen). Pro Anfrage werden zudem {iblicherweise 16 benachbar-
te Worter aus dem Hauptspeicher gelesen. Wenn nun mehrere Threads gleichzeitig auf den
Hauptspeicher zugreifen, ist es sehr wichtig, dass sich die angefragten Daten in benachbarten
Speicherzellen befinden. Man sagt, die Zugriffe solten ,,vereinigt“ (coalesced) sein.

} 64B aligned segment

} 128B aligned segment

Half warp of threads (=16)

(a) glinstiges Zugriffsmuster

AA A A A A A A A A A A A A4

Sttt e L A A A AL

U T O o I T T P T ARSI Y

(b) ungiinstige Zugriffsmuster

Abbildung 8.3.: Globaler Speicher: vereinigte Zugriffe (coalesced access)
(Zeichnung nach Nvidia Corp. [85])

In Abb. 8.3 haben wir einige giinstige und weniger giinstige Zugriffsmuster dargestellt. Beim Ent-
wurf eines GPU-Programms (eines Kernels, siche Kapitel 8.3.1) ist die Planung von vereinigten
Speicherzugriffen ein sehr wichtiger Gesichtspunkt.

Shared Memory Bei gdngiger GPU-Hardware ist jeder Multiprozessor mit einem gemeinsamen
Speicher in der Grof3e von 32KB bis etwa 128KB ausgestattet. Zugriffe auf das Shared Memory
sind deutlich schneller (etwa 1-3 Taktzyklen). Pro Zugriff wird jeweils nur ein Wort iibertragen,
,vereinigte“ Zugriffe sind hier nicht zu beachten.

Das Shared Memory ist jedoch in Speicher-Bénke aufgeteilt. Gleichzeitige Zugriffe auf die gleiche
Speicher-Bank (Bank-Konflikte) werden durch die Hardware serialisiert und sollten méglichst
vermieden werden. Hier ist es wichtig, die Abstinde (Strides) zwischen gleichzeitig angeforderten
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Kapitel 8. GPGPU-Anséatze

Speicherzellen zu beachten. Die Strides sollten keine Vielfachen von 16 sein, da sonst gehauft
Zugriffe auf die gleichen Speicher-Banke stattfinden.

Uber das Shared Memory koénnen die Prozessoren eines Multiprozessors Daten austauschen.
Konkurrierende Lese- und Schreibzugriffe kénnen — falls nétig — mit Synchronisationspunkten
(Barrieren) abgesichert werden. Der Datenaustausch {iber die Grenzen von Multiprozessoren
hinweg kann aber nur iiber den globalen Speicher stattfinden.

Eine detailliertere Einfiihrung in die Schwierigkeiten von Speicherzugriffen findet sich z. B. im
OpencCL Best Practices Guide [85].

Register Jeder Prozessor hat Zugriff auf einen Satz von Registern, die — dhnlich wie bei einer
CPU- fiir lokale Variablen verwendet werden. Der Zugriff auf Register ist schnell, aber ihre Anzahl
ist begrenzt. Ublicherweise ist jeder Multiprozessor mit 32KB an Registerspeicher ausgestattet,
den sich die einzelnen Prozessoren teilen miissen. Stehen fiir einen auszufiihrenden Kernel nicht
ausreichend viele Register zur Verfiigung, so wird er vom Scheduler der GPU zu einem spéteren
Zeitpunkt eingeplant, was u. U. die Gesamtauslastung des Systems nachteilig beeinflusst.

8.2.2. Texturspeicher

Ein Teil des GPU-Hauptspeichers kann fiir Bilddaten (Texturen) verwendet werden. In diesem
Speicherbereich konnen aber auch andere Daten abgelegt werden, vorzugsweise, wenn sie sich
in ein zweidimensionales Layout einpassen lassen. Z. B. kénnen wir sehr gut unsere Matrixdaten
in den Texturspeicher legen. Jeder Multiprozessor verfiigt iiber einen Cache fiir Texturdaten,
sodass wiederholte Zugriffe giinstiger sind.

Wir haben unseren Algorithmus zur Booleschen Matrixmultiplikation mit beiden Speicherar-
ten (Hauptspeicher und Texturspeicher) getestet, dabei aber empirisch keine wesentlichen Un-
terschiede festgestellt. Vermutlich sind die Zugriffsmuster nicht giinstig, um vom Cache des
Texturspeichers profitieren zu konnen.

8.3. Das OpencL-Framework

Frameworks wie OpenCL [75] oder CUDA unterstiitzen uns bei der Entwicklung und Ausfiihrung
von GPU-Programmen. Sie ermoglichen das Erstellen von ausfiithrbaren Programme fiir GPUSs.
Sie stellen APIs bereit, um Programme und Daten in den Speicher der GPU zu laden. Daten
und Algorithmen werden auf einer hoheren Abstraktionsebene entworfen. Die Abbildung auf
die konkrete Hardware erfolgt zur Laufzeit durch die Software von OpenCL oder CUDA.

Wir haben uns bei unserer Implementierung fiir das OpenCL-Framework entschieden, da es ein
breites Spektrum an Hardware unterstiitzt. Das CUDA-Framework ist hingegen nur fiir GPUs
des Herstellers Nvidia verfiigbar. Konzeptionell sind beide Frameworks sehr dhnlich, verwenden
aber etwas unterschiedliche Begriffe. Im vorliegenden Text verwenden wir die Terminologie von
CUDA, da sie besser eingefiihrt und auch prignanter ist. Wir haben die wichtigsten Begriffe
in Tabelle 8.1 kurz gegeniibergestellt. Dies soll den Lesern, die mit OpenCL vertraut sind, die
Orientierung etwas erleichtern.

OpencCL eignet sich {ibrigens nicht nur zur Programmierung von GPUs, sondern kann auch
andere parallele Architekturen abbilden (z.B. Intel Xeon Phi Prozessoren). Wir gehen hierauf
jedoch nicht weiter ein. Die Programmierung von Multi-Core-Prozessoren haben wir in Kapitel 7
bereits mit anderen Werkzeugen behandelt.
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8.3. Das OpencL-Framework

OpenCL CUDA

Compute Unit Stream Multiprozessor, SM
Processing Element | Prozessor

Work Item Thread

Work Group Block

Wave Front Warp

Local Memory Shared Memory

Private Memory Local Memory

Tabelle 8.1.: Kleine Ubersetzungshilfe: OpenCL nach CUDA

8.3.1. Kernels

Ein Kernel ist ein auf der GPU ausfiihrbares Programm. Das Programm wird in einer C-dhnlichen
Sprache geschrieben. Es gibt einige Einschrdnkungen, die sich aus der GPU-Architektur ergeben,
z.B. sind keine rekursiven Funktionen erlaubt. Auflerdem lassen sich die Speicherklassen von
Objekten genauer unterscheiden (globaler Speicher, Shared Memory, etc.)

Verzweigungen und Schleifen sind innerhalb eines Kernel-Programms moglich. Es sollte aber
darauf geachtet werden, dass die Verzweigungen nicht von den Eingabedaten abhidngen. Die
Prozessoren innerhalb eines Multiprozessor fiihren stets identische Instruktionen aus. Wenn die
Prozessoren unterschiedliche Verzweigungen nehmen, muss der Scheduler des Multiprozessors
diese Zweige nacheinander ausfiihren. Darunter leidet die Auslastung des Multiprozessors. Um
den Multiprozessor gleichméf3ig auszulasten, ist es wichtig, dass alle Prozessoren den gleichen
Instruktionszweigen folgen.

Mit OpenCL konnen Kernels iibersetzt und in den Speicher der GPU kopiert werden. Dann
werden die Eingabedaten in den GPU-Speicher kopiert und Aufrufe an die Kernel-Funktionen
durchgefiihrt.

__kernel void boolean_matrix_and(
__global unsigned intx* C,
__global unsigned int*x A,
__global unsigned intx B)

{
const int nrows = get_global_size(@); // number of rows
const int row = get_global_id(@); // index of work—item
const int col = get_global_id(1);
unsigned int a = A[col*nrows + row];
unsigned int b = B[col*nrows + row];
CLcol*nrows + row] = a & b;

}

Listing 8.1: Beispiel: ein einfacher OpenCL-Kernel
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8.3.2. Auftrags-Warteschlange

Die Berechnungen der GPU laufen unabhéngig zur Arbeit der CPU. Auftrége fiir die GPU werden
in eine Warteschlange eingereiht und dann von der GPU asynchron abgearbeitet. Ein Scheduler
plant die Auftrage und verteilt sie auf die verfiigbaren Multiprozessoren. OpencCL stellt Funktio-
nen bereit, um den Zustand eines Auftrags zu priifen, oder um auf die Ergebnisse eines Auftrags
zu warten. Wenn notig, lassen sich Abhangigkeiten zwischen Auftrdgen modellieren. Beim Algo-
rithmus fiir einfache Polygone kdnnen wir z. B. auf diese Weise den Aufruf-Graphen in Abb. 5.8
auf Seite 83 aufbauen.

Die Auftrags-Warteschlange enthélt:
* Auftrdge zum Kopieren von Daten zwischen GPU-Speicher und Host-Speicher,
* Auftrdge zum Reservieren von Daten im GPU-Speicher,

* Kernel-Funktionen, die auf den Ein- und Ausgabedatenarbeiten.

8.3.3. Daten und Algorithmen modellieren

Es gibt eine Vielzahl unterschiedlicher GPU-Hardware, die sich in Architektur und Leistungs-
fahigkeit stark unterscheiden. Sehr einfache GPUs sind mit wenigen Prozessoren ausgestattet,
wiahrend Hochleistungs-GPUs nicht selten mehrere tausend Prozessoren besitzen. Um Algorith-
men fiir dieses breite Spektrum unterschiedlicher Hardware zu entwerfen, bieten die Frameworks
OpencClL und CUDA Modellierungs-Werkzeuge auf einer abstrahierten Ebene.

Wir beginnen unseren Entwurf damit, dass wir ein Problem in datenparallele Arbeitspakete
aufteilen. Ein Arbeitspaket entspricht einem Thread. Mehrere Threads werden zu einem Block
zusammengefasst. Die Anzahl der Threads und die Gro3e der Blocks wird durch das vorliegende
Problem definiert, nicht so sehr durch die konkrete GPU-Hardware.

Erst zur Laufzeit entscheidet die GPU, in welcher Weise Threads und Blocks auf die verfiigbaren
Multiprozessoren verteilt werden. Ein Block von Threads wird dabei einem oder mehreren Multi-
prozessoren zugeteilt.

Da viele Aufgaben aus der Bildverarbeitung stammen, lassen sich die Threads in einem zwei-
oder dreidimensionalen Grid anordnen. Die logische Anordnung der Threads folgt wieder der
Modellierung des Problems, ist aber unabhéngig von der Hardware-Architektur. Auch die Matrix-
multiplikation, mit der wir uns gleich befassen werden, lasst sich auf naheliegende Weise in
einem zweidimensionalen Grid modellieren.

8.4. Scheduling

Auf einem Multiprozessor konnen mehrere Blocks nebenlédufig ausgefiihrt werden. Eine Menge
von Threads, die gegenwértig auf einem Multiprozessor ausgefiihrt wird, bezeichnen wir als
Warp (in OpenCL: Wave Front). Hier miissen wir wieder zwischen der logischen Modellierung
des Problems und der tatsdchlichen Hardware unterscheiden. Die Grol3e eines Blocks wird
durch die Problemstellung definiert. Die Anzahl der Threads in einem Warp jedoch durch die
Hardware. Ublicherweise besteht ein Warp aus 32 Threads, die alle die gleichen Instruktionen
auf unterschiedlichen Daten ausfiihren.

Wihrend die Threads eines Warps auf einen langsamen Hauptspeicher-Zugriff warten, kann der
Scheduler der GPU in der Zwischenzeit einem anderen Warp Rechenzeit zuteilen; in etwa so,
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(b) Die Zuordnung von Blocks geschieht zur Laufzeit, in Abhéngigkeit
(a) logischer Aufbau: Grid, Blocks, Threads von den verfiigbaren Multiprozessoren.

Abbildung 8.4.: logischer Aufbau eines Problems und Zuordnung zur Laufzeit
(Zeichnungen: Nvidia Corp. [85])

wie auch eine CPU Rechenzeit an andere Threads abgeben kann. So lassen sich die Ressour-
cen der GPU besser nutzen und Wartezeiten kompensieren (,,verbergen®), die durch langsame
Speicherzugriffe entstehen.

8.4.1. Arithmetic Intensity

Um die Wartezeiten bei Speicherzugriffen verbergen zu kénnen, miissen ausreichend viele rechen-
bereite Aufgaben zur Verfiigung stehen. Ansonsten konnen die Prozessoren nicht gut ausgelastet
werden. Ein Algorithmus ist fiir die Ausfiihrung auf GPU-Hardware dann am besten geeignet,
wenn die Speicherzugriffe durch eine hohe Zahl von arithmetischen Operationen ausgeglichen
werden konnen. Wir sprechen von einer hohen Arithmetic Intensity.

Die Multiplikation von Flieffkommamatrizen besitzt z. B. eine hohe Arithmetic Intensity und ist
deshalb gewissermalfen die Paradedisziplin von GPGPUs. In der Praxis werden GPUs héufig zur
Multiplikation von Fliefkommamatrizen eingesetzt.

An anderer Stelle hatten wir aber bereits festgestellt, dass der Aufwand fiir die Boolesche Arith-
metik sehr viel niedriger ist. Wir werden daher im Folgenden die Erfahrung machen, dass die
Arithmetic Intensity der Booleschen Matrixmultiplikation eher niedrig ist, und die Rechenleistung
der GPU nicht optimal ausnutzt. Tatsdchlich wird die Leistung unserer Implementierung der
Booleschen Matrixmultiplikation in sehr viel hoherem Maf3 durch die Speicherzugriffe bestimmt.
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8.5. Free-Space-Berechnung auf GPUs

Die Berechnung des Free-Space ist ein datenparalleler Vorgang, der sich gut zur Umsetzung auf
einer GPU eignet. In Kapitel 7.1 hatten wir schon bemerkt, dass sich die Free-Space-Intervalle
unabhédngig voneinander berechnen lassen. Weise [94] hat die Free-Space-Berechnung mit GPU-
Unterstiitzung umgesetzt und ausfiihrlich untersucht. Gudmundsson und Valladares [62] nutzen
ebenfalls GPUs zur Berechnung des Fréchet-Abstands von Bewegungsdaten.

Bei unserem Algorithmus fiir einfache Polygone spielt die Berechnung des Free-Space aber nur
eine sehr untergeordnete Rolle fiir die Gesamtlaufzeit. Wir verzichten auf eine GPU-Implemen-
tierung und berechnen die Free-Space-Daten konventionell (aber parallel) auf der CPU (siehe
Kapitel 7.1).

Welche weiteren Teile unserer Algorithmen sind fiir die Umsetzung auf GPUs geeignet? Welche
Algorithmen lassen sich als datenparallele Vorgénge modellieren?

Die Berechnung der Erreichbarkeits-Strukturen kommt dafiir nicht in Frage. Datenstrukturen
und Algorithmus sind viel zu komplex, um sie sinnvoll datenparallel zu modellieren. Das gleiche
gilt fiir die Berechnung der giiltigen Platzierungen. Der Algorithmus von Guibas et al. [64] zur
Berechnung von Shortest-Path-Trees ist ebenfalls viel zu komplex, um ihn in eine datenparallele
Form zu bringen. Wir werden uns deshalb im Folgenden auf die Boolesche Matrixmultiplikation
konzentrieren.

8.6. Matrixmultiplikation auf GPUs

Operationen auf Matrizen sind in hohem MaRe datenparallel und eignen sich sehr gut fiir die
Umsetzung auf GPUSs. Es gibt zahlreiche Bibliotheken fiir Matrizenrechnung auf GPU-Hardware.
Insbesondere bei FlieBkommamatrizen konnen GPUs ihre Stdrken zur Geltung bringen. In
Kapitel 9 stellen wir einige experimentelle Ergebnisse vor.

Es gibt hingegen nur sehr wenige Bibliotheken, die auf Boolesche Matrizen spezialisiert sind.
Wir haben im Folgenden zwei Algorithmen zur Booleschen Matrixmultiplikation auf GPUs ei-
genstandig implementiert und werden versuchen, sie zu bewerten.

8.6.1. Matrixmultiplikation mit Kacheln

Zunéchst betrachten wir die ,naive“ Matrixmultiplikation, wie wir sie in Kapitel 6.1 beschrieben
haben. Bei der Umsetzung fiir GPUs versuchen wir, globale (teure) Speicherzugriffe zu reduzie-
ren und moglichst viele Daten im Shared Memory zu halten. Zu diesem Zweck teilen wir die
Matrix in gleichgrof3e Teilmatrizen (Kacheln) ein. Jede Kachel hilt ihre Arbeitsdaten im Shared
Memory und wird von einem Block von Threads bearbeitet. Jeder Thread bearbeitet einen Teil
der Kachel - ein oder mehrere Speicherworter. In Listing 8.2 haben wir ein Code-Beispiel in
etwas vereinfachter Form wiedergegeben.

Im ersten Schritt werden die Eingabedaten einer Kachel aus dem globalen Speicher in das
Shared Memory kopiert. Die Multiplikation einer einzelnen Kachel erfolgt nach dem Algorith-
mus aus Listing 6.1 mit verschachtelten Schleifen. Sie arbeitet ausschliel8lich auf Daten im Shared
Memory. Zuletzt wird das Ergebnis zuriick in den globalen Speicher kopiert.

Den Algorithmus aus Listing 6.2 mit vorzeitigem Abbruch der inneren Schleife wenden wir
bewusst nicht an, da wir Verzweigungen vermeiden wollen, die lediglich von den Eingabedaten
abhangen.
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inline int buffer_address(int row, int col, int tile_n)
{ // ungerade Strides vermeiden Bank—Konflikte
int rowd16 = row>>4;

return col*x(34*tile_n+1) + (rowd16<<4)+rowd16 + (row & 0xof);

3

__kernel void clcubic_mul(
__global unsigned intx C, __global unsigned intx A, __global unsigned intx B,

__local unsigned int* A_buf, __local unsigned intx B_buf, // Shared Memory—Puffer
int nrows, int ncols) // GrofSe der Matrix

int tile_n = get_local_size(1); // Grifse einer Kachel
int lrow = get_local_id(Q); // Zeile innerhalb der Kachel

int lcol = get_local_id(1); // Spalte innerhalb der Kachel

int row = get_global_offset(@) + get_group_id(@)*tile_nx32; // Zeile in A,C
int col = get_global_offset(1) + get_group_id(1)*tile_n*32; // Spaltein B,C
unsigned int Csum = @; // Ergebnis

for (int a0=0; a0 < ncols; a0 += tile_n)
{ // Kopiere eine Kachel vom globalen Speicher ins Shared Memory.
// Jeder Thread liest zwei Worter. Auf coalesced Zugriffe achten.
A_buf[buffer_address(lrow, lcol,tile_n)] = A[a@xnrows + row];
B_buf[buffer_address(lrow,lcol,tile_n)] = B[col*nrows + 32%a0@];
// Lese/Schreibzugriffe innerhalb eines Multiprozessors synchronisieren
barrier (CLK_LOCAL_MEM_FENCE) ;

// Bearbeite eine Zeile von A x eine Spalte von B

for(int al1=0; al < tile_n; ++al) {
int ai = a@+al;
unsigned int a = A_buf[buffer_address(lrow,al,tile_n)]
a & -(ai < A_width); //if (ai >= A _width) a = 0;

for (int y=0; y < 32; ++y, a >>= 1) {

unsigned int b = B_buf[buffer_address(32*al+y,lcol,tile_n)];
Csum |= -(a & 1) & b; //if(a& 1) Csum |=Db

}
}

barrier (CLK_LOCAL_MEM_FENCE);

}

// Ergebnis zuriickkopieren. Jeder Thread schreibt ein Wort.
CLcol*nrows + row] = Csum;

Listing 8.2: OpenCL-Kernel zur Multiplikation mit Kacheln
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Kapitel 8. GPGPU-Anséatze

Komplexitatsanalyse

Der Aufwand fiir eine kachelweise Multiplikation unterscheidet sich iibrigens nicht von der
naiven Variante aus Listing 6.2. Wenn wir eine Matrix der Grofse N in Kacheln der Grofde T
aufteilen, so benétigen wir fiir die Multiplikation einer einzigen Kachel O(T?) Operationen.

Die Multiplikation der gesamten Matrix benétigt O((N/T)3 - T®) = O(N®) Operationen. Die
kachelweise Multiplikation ist also nicht teurer. Sie bietet aber den Vorteil, dass wir die Berech-
nungen besser verteilen konnen, und dass die Arbeitsdaten eine hohere Lokalitit aufweisen.

Daten Kopieren

Das Kopieren der Daten aus dem globalen Speicher wird von den Threads eines Blocks gemeinsam
ausgefiihrt. Jeder Thread liest eine Reihe von Wortern aus dem Speicher. Jedes Speicherwort
enthdlt 32 Bits. Hierbei ist es sehr wichtig, auf das Muster der Speicherzugriffe zu achten, d. h. auf
yvereinigte“ Zugriffe (Kapitel 8.2.1). Um sicherzustellen, dass die Zugriffe vereinigt (coalesced)
ausgefiihrt werden, legen wir die Matrixdaten so im globalen Speicher ab, dass die Worter einer
Spalte in zusammenhédngenden Speicherbereichen liegen (siehe Abb. 8.6a).

Spalte O Spalte 1 Spalte m-1 Spalte O Spalte 1
oo 0 7] e O... 7]
woil 8---15] | 8...15]

[
<
)
W

[16...23] [16...23|
24...31] [24...31]

0x02

0x03

[\®)
>
e
—

eee
N\ |B WIN|=|O
cee e
N[O\ |v1|ph WIN[(=|O

el 1] [ ..n-1] n-1
(a) Layout im globalen Speicher (b) Layout im Shared Memory
Die Daten einer Spalte werden in fortlaufenden Byte-Adressen Eingefiigte Leerstellen sorgen fiir ungerade
geSpeiChert. Grole Zahlen geben Zeilenindizes wieder. Zugriffsmuster und reduzieren Bank-Konflikte.

Die kleinen Zahlen sind Speicheradressen.

Abbildung 8.6.: Speicher-Layouts

Im Shared Memory passen wir das Speicherlayout so an, dass Bank-Konflikte reduziert werden
(Kapitel 8.2.1). Bank-Konflikte treten haufig auf, wenn die Speicherzellen in geraden Abstédnden
(Strides) gelesen werden. Wir fiigen deshalb nach jeweils 16 Wortern ein unbenutztes Wort
ein, ebenso fiigen wir zwischen jeder Spalte ein leeres Wort ein. Wir erreichen damit, dass die
Speicherworter in Strides von 17 Wortern gelesen werden. Durch den Versatz verteilen sich die
gleichzeitigen Zugriffe moglichst gleichmal3ig auf die Speicher-Bénke. Wir vergeuden damit zwar
einen Teil des ohnehin knappen Shared Memory, aber die Reduzierung von Bank-Konflikten ist
ein lohnendes Ziel.
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8.6. Matrixmultiplikation auf GPUs

Die optimale Grof3e der Kacheln

Grundsatzlich ist es erstrebenswert, die Kacheln moglichst grof$ zu wihlen, um die Anzahl der
Blocks klein zu halten. Andererseits miissen die Arbeitsdaten einer Kachel im begrenzten Shared
Memory eines Multiprozessors Platz finden. Dariiber hinaus ist es sogar hilfreich, wenn mehrere
Kacheln auf einem Multiprozessor Platz finden; nur dann kann der Scheduler Warps nebenlaufig
ausfiihren und damit langsame Speicherzugriffe kompensieren.

Die optimale Wahl der Kachelgrof3e hangt also von mehreren, teils schwer bestimmbaren Faktoren
ab: der Grofe des Shared Memory, der Zugriffszeit auf den globalen Speicher, der Auslastung
der Prozessoren durch arithmetische Operationen.

In unserer Implementierung wird die Kachelgrofe durch eine Heuristik bestimmt, die sich an
der Grolle des Shared Memory orientiert. Es besteht aber die Mdglichkeit, die Kachelgro3e iiber
einen Kommandozeilenschalter gezielt zu steuern. Die empirischen Ergebnisse zeigen, dass die
heuristische Wahl der Kachelgrof3e meist gute Ergebnisse liefert. Manuelles ,,Feintuning“ kann
die Ergebnisse nur geringfiigig verbessern.

8.6.2. Was ist mit der Methode der Vier Russen?

In Kapitel 6.3 haben wir gesehen, dass wir mit der Methode der Vier Russen gute Ergebnisse
bei der Booleschen Matrixmultiplikation erzielen konnen. Allerdings haben wir auch gesehen,
dass die Kosten der Speicherzugriffe die entscheidende Begrenzung fiir die Leistungsfahigkeit
der Methode darstellen und deshalb sorgféltig geplant werden miissen. Es ist sehr wichtig, den
Cache-Speicher gut zu nutzen. Bei der Umsetzung der Vier-Russen-Methode fiir GPUs gilt dies
ebenso, unter dhnlichen Voraussetzungen.

Das begrenzte Shared Memory ist nun leider ein grof3es Problem. Im Kapitel 6.3.3 hatten wir
schon gesehen, dass wir den optimalen Parameter k = log N reduzieren miissen, um die Lookup-
Tabelle im Cache unterzubringen. Um zusitzlich noch die Arbeitsdaten von A und C im Shared
Memory unterzubringen, miissten wir entweder k noch weiter reduzieren, oder wir miissten
die Matrizen partitionieren. Wenn wir die Arbeitspakete zeilenweise partitionieren, miissen die
Lookup-Tabellen mehrfach berechnet werden. Wenn wir hingegen die Arbeitspakete spaltenweise
partitionieren, miissen die Eingabedaten von A 6fter aus dem globalen Speicher gelesen werden.

Eine weitere Schwierigkeit: das zeilenweise Erstellen der Lookup-Tabelle ist inhdrent sequentiell.
In Kapitel 7.6 hatten wir das so gelost, dass pro Iteration acht Tabellen parallel berechnet werden.
Diese Idee konnen wir leider nicht bei unserer GPU-Implementierung anwenden. Sie scheitert
auch hier wieder am fehlenden Shared Memory und an der Tatsache, dass Multiprozessoren ihre
Daten nicht untereinander teilen kénnen.

Weiter wire es denkbar, die Lookup-Tabellen im globalen Speicher unterzubringen. Wir konnten
sie zwar nebenléufig erstellen, allerdings benétigen wir dann sehr viel mehr globale Speicherzu-
griffe fiir die eigentliche Multiplikation.

Wie auch immer wir uns entscheiden, kann die Methode der Vier Russen ihre Vorteile nicht
entfalten. Unsere empirischen Ergebnisse bestdtigen dies leider auch. Die Methode der Vier
Russen ist auf einer GPU nicht konkurrenzféhig gegeniiber der kachelweisen Multiplikation.
Demirel [52] hat die Umsetzung der Vier Russen auf GPU-Hardware untersucht und kommt zu
vergleichbaren Ergebnissen.
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Kapitel 8. GPGPU-Anséatze

8.7. Work Stealing zwischen CPU und GPU?

Zum Berechnen der Combined Reachability Graphs im Algorithmus fiir einfache Polygone fithren
fiihren wir MERGE-Operationen durch. Den Aufruf-Graphen haben wir in Abb. 5.8 auf Seite 83
skizziert. Jede MERGE-Operation wird durch den Aufruf eines Kernel-Programms realisiert.
Die Aufrufe werden in eine Warteschlange eingereiht. Die Ergebnisse einer MERGE-Operation
verbleiben im Hauptspeicher der GPU und dienen dem néchsten Auftrag als Eingabe.

Wahrend die Auftréage von der GPU abgearbeitet werden, hat die CPU des Host-Systems nichts
zu tun. Kénnen wir die CPU besser auslasten, indem wir einen Teil der Auftrdge von der CPU
bearbeiten lassen? Das Verfahren ist unter dem Begriff ,,Work Stealing“ bekannt.

Damit die CPU Auftrdge ibernehmen kann, miissten aber die Eingabedaten vom GPU-Speicher
zuriick in den Host-Speicher kopiert werden. Diese zusitzlichen Kopiervorgénge sind teuer und
miissen zudem ebenfalls als Auftrdge in die Warteschlange eingereiht werden. Die Koordination
der Kopier- und Multiplikations-Auftrage zwischen GPU und CPU wird dadurch sehr uniiber-
sichtlich und wiirde vermutlich den erhofften Gewinn durch ,Work Stealing“ zunichte machen.
Wir haben diese Idee nicht weiter verfolgt. Die Berechnung der Combined Reachability Graphs
wird also entweder vollstdndig von der CPU bearbeitet, oder vollstdndig von der GPU. Eine
Mischlésung wurde nicht realisiert.

Speicherplatz Der Aufruf-Graph aus Kapitel 5.9 bietet aber einen weiteren Vorteil, ndmlich die
Reduzierung des Speicherbedarfs. Anhand des Aufruf-Graphen kénnen wir ermitteln, wann die
Eingabedaten freigegeben werden koénnen. Dies machen wir uns auch bei der GPU-Implementie-
rung zunutze; die Freigabe des Speichers geschieht wiederum iiber die OpenCL-Warteschlange.

Uber die Kommandozeilenoption --large kann die Bearbeitung in sortierter Reihenfolge einge-
schaltet werden. Damit l4sst sich der Bedarf an GPU-Speicher reduzieren. Auf die Gesamtlaufzeit
hat diese Option aber keinen Einfluss.

8.8. Fazit zur Booleschen Matrixmultiplikation

Wir fassen unsere Ergebnisse zur Booleschen Matrixmultiplikation auf GPUs wie folgt zusammen:
* die Methode der Vier Russen ist fiir die Umsetzung auf GPUs nicht gut geeignet;
* die ,naive“ Multiplikation mit Kacheln ist besser geeignet;

* im Vergleich zur Multiplikation von Flie[Skommamatrizen ist die Arithmetic Intensity des
Problems nicht sehr hoch.

Bei den experimentellen Ergebnissen in Kapitel 9.1 konnen wir sehen, dass die Multiplikation
von FlieBkommamatrizen auf einer leistungsfdhigen GPU um ca. den Faktor 100 schneller ist
als auf einer CPU. Bei Booleschen Matrizen liegt der Beschleunigungs-Faktor ,,nur“ bei etwa
20. Auch wenn diese Messungen keinen Anspruch auf Allgemeingiiltigkeit haben, sind sie doch
ein Indiz dafiir, dass die Rechenleistung der GPU weniger gut ausgeschopft wird. Der wichtigs-
te bestimmende Faktor sind die Kosten der Speicherzugriffe. CPUs sind hier tendenziell etwas
im Vorteil, weil sie grofere und besser organisierte Cache-Speicher besitzen. Um eine signifi-
kante Beschleunigung zu erzielen, braucht es sehr leistungsfihige GPU-Hardware mit guter
Speicheranbindung.
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9

Experimentelle Ergebnisse

AbschlieSend stellen wir einige experimentelle Ergebnisse vor. Die Messungen zur Booleschen
Matrixmultiplikation helfen uns bei der Auswahl eines geeigneten Algorithmus in Kapitel 6. Mit
den Messungen der Ergebnisse von Fréchet View wollen wir {iberpriifen, ob die parallelen Imple-
mentierungen ihr Ziel erfiillen, d. h. ob sich die erhoffte Beschleunigung gegeniiber der seriellen
Variante einstellt.

9.1. Boolesche Matrix-Multiplikation

In Abb. 9.1 fiihren wir einen Vergleich verschiedener Algorithmen zur Booleschen Matrixmultipli-
kation durch. Wir vergleichen hierzu einige Implementierungen mit FlieRkomma-Arithmetik mit
spezialisierten Implementierungen fiir Boolesche Matrizen und mit GPGPU-Implementierungen.

Hardware Wir verwenden handelsiibliche PC- und Notebook-Hardware. Wir vergleichen eine
(einfache) Notebook-GPU mit einer leistungsfahigen GPU vom Typ Nvidia Tesla V100. Solche
High-End-Gerite sind sehr teuer, konnen aber bei Cloud-Dienstleistern angemietet werden.

* CPU: Intel Core i7-2600 mit 3,4 GHz Takt und 4 Kernen (ohne Hyperthreading).
* Low-End GPU: Intel HD Graphics.

* High-End GPU: Nvidia Tesla V100 mit 5.120 Prozessoren, 80 Multiprozessoren,
1,2 GHz Takt und 16 GB Hauptspeicher.

Software Wir vergleichen vier Implementierungen:

* Intel MKL [70] ist eine Bibliothek zur Multiplikation von Flieff(komma- und Ganzzahlmatri-
zen auf CPUs. Sie verwendet einen der Algorithmen von Strassen [93] oder Coppersmith
und Winograd [48].

* CLBlast [84] ist eine Implementierung fiir GPUSs.

* Die Bibliothek M4RI [8] ist fiir Boolesche Matrizen konzipiert; wir haben sie in Kapi-
tel 6.3.2 ausfiihrlich vorgestellt.

 Zuletzt vergleichen wir unseren OpenCL-Kernel aus Kapitel 8.

Interpretation Die gemessenen Werte machen keine absoluten Aussagen iiber die Qualitat der
Algorithmen oder ihrer Implementierung. Dazu ist unsere Methodik auch nicht ausreichend. Sie
sollen in erster Linie als Entscheidungshilfe fiir unsere Implementierung in Kapitel 6 dienen.
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Kapitel 9. Experimentelle Ergebnisse
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x-Achse:  GroRe der Matrizen: Anzahl der Zeilen und Spalten von n = 20 bis n = 214
y-Achse:  Zeit fiir eine Multiplikation in Millisekunden bzw. Sekunden
(jeweils logarithmische Skalierung)

Hardware Zahlendarstellung ~ Software
— CPU Intel Core i7 32 Bit FlieBkomma  Intel MKL [70]
— CPU Intel Core i7 32 Bit Ganzzahlen  Intel MKL [70]

GPU Intel HD Graphics 32 Bit FlieBkomma CLBlast [84]
— CPU Intel Core i7 1 Bit M4RI [8]

GPU Nvidia Tesla V100 32 Bit FlieRkomma CLBlast [84]

GPU Nvidia Tesla V100 1 Bit Fréchet View Kapitel 8.6

Abbildung 9.1.: Matrixmultiplikation auf CPU- und GPU-Hardware

16384

Algorithmen Man sieht, dass die Algorithmen zur allgemeinen Matrixmultiplikation schlechter

abschneiden als diejenigen, die fiir Boolesche Matrizen optimiert wurden. Obwohl der Algorith-
mus von Strassen [93] asymptotisch sehr gut ist, bringt er offenbar hohe konstante Faktoren mit

sich. Es macht einen Unterschied, ob wir fiir einen Eintrag ein Bit benttigen oder 32 Bit. Ebenso
ist die FliefRkomma- oder Ganzzahl-Arithmetik aufwendiger als die Boolesche Arithmetik. Diese

Ergebnisse hatten wir so auch erwartet.

GPU-Hardware Die Notebook-GPU bietet zwar eine gute FlieBkomma-Leistung, kann aber mit
der Booleschen Arithmetik nicht mithalten. Als Fazit kann man daraus ziehen, dass der Einsatz
solcher GPUs fiir unser Problem keine Vorteile bietet. Eine deutliche Beschleunigung erreicht
erwartungsgemdl? die Hochleistungs-GPU mit Boolescher Arithmetik und unserem OpenCL-

Kernel aus Kapitel 8.6. Dabei ist aber auch zu bedenken, dass solche GPUs sehr viel teurer als

CPUs sind.
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9.2. Entscheidungsalgorithmen fiir Polygone und Polygonziige
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Abbildung 9.2.: Entscheidungsalgorithmus fiir einfache Polygone

9.2. Entscheidungsalgorithmen fiir Polygone und Polygonziige

Wir haben die Laufzeiten der Entscheidungsalgorithmen in Abhéngigkeit von der Eingabegrof3e
gemessen. Die Eingabedaten (Abb. 9.3a) wurden so gewdhlt, dass die in Kapitel 3.13.1 ge-
machten Annahmen deutlich werden. Beide Polygone haben n Eckpunkte. Bei der konvexen
Zerlegung entstehen k = (n — 1)/2 = O(n) Teile. Die Erreichbarkeits-Graphen bestehen aus ca.
0.63 - n2 = O(n?) Knoten. Die Boolesche Matrixmultiplikation wurde mit der Methode der vier
Russen realisiert, mit T(N) = O(N3/log N).

Die erwarteten Kosten fiir den Entscheidungsalgorithmus fiir einfache Polygone sind damit

O(k - T(n?)) = 0(n’/logn) .

Die gemessenen Laufzeiten in Abb. 9.2 (rote Kurve) zeigen eine gute Ubereinstimmung mit
diesen Annahmen (griine Kurve). Zum Vergleich sind die Laufzeiten des Entscheidungsalgorith-
mus fiir geschlossene Polygonziige als blaue Kurve dargestellt. Die Messungen wurden auf einem
Prozessorkern durchgefiihrt.
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Kapitel 9. Experimentelle Ergebnisse

9.3. Algorithmen fiir den k-Fréchet-Abstand

Die Laufzeiten der Algorithmen fiir den k-Fréchet-Abstand sind nicht so leicht einheitlich dar-
zustellen. In manchen Fillen liefert der Greedy-Algorithmus bereits eine optimale Losung, in
anderen Fillen wird der Brute-Force-Algorithmus bendtigt. Die in Kapitel 5.10.4 beschriebe-
ne iterative Tiefensuche macht es zudem schwierig, von den tatsidchlichen Laufzeiten auf die
Wort-Case-Annahmen von O(n*) zu schlieRen. Wir geben einige Messungen fiir die weiter oben

verwendeten Beispiele an.

] \ n \ k \ Zeit
Abb. 4.6 26 | 3 0,3 ms
Abb. 4.10b | 17 | 4 0,2 ms

? 26 | 6 0,5 ms

? 35| 8 1,0 ms

7 44 | 10 | 21,8 ms
Abb. 4.10d | 53 | 12| 2,7 s

? 62 | 14 | 718 s

Tabelle 9.1.: Ergebnisse fiir den k-Fréchet-Abstand.

n = GroRe der Polygonziige.

k = Anzahl der Komponenten im Ergebnis.

(a) in Kapitel 9.1

(b) in Kapitel 9.4

Abbildung 9.3.: Eingabedaten fiir Messungen

frechet-view trouser-line.jscript -p --dec=36 --cores=4 --large --gpu --tile=3,4

Info: using 4 threads on 8 CPU cores.

Info: using Tesla V100-SXM2-16GB with 80 units.
matrix tile = 3,4

Input: trouser-line.jscript

Data: P=525 vertices. Q=525 vertices.

Algorithm: Fréchet Distance for Simple Polygons.

Decision variant. Is d_F <= 36

?

Setup Curves: 42.386 ms = 0.042 s

Info: Using extended floating point arithmetic (64 digits mantissa)

for intermediate results.
Data: matrix size (VV) = 9369
RGraphs: 5834.147 ms = 5.834 s
Decision: YES. d_F <= 36.000000000000000

Elapsed time: 11981.018 ms = 11.981 s

Listing 9.1: Beispiel: Ausgaben von Fréchet View.
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9.4. Parallelisierung

9.4. Parallelisierung

Im Folgenden zeigen wir einige Messungen zu den parallelen Algorithmen fiir einfache Polygone
und fiir Polygonziige. Wir fithren Messungen mit einer unterschiedlichen Anzahl von Prozessor-
kernen durch, und auch mit unserer GPU-Implementierung aus Kapitel 8.

Die Messungen wurden auf einer Multi-Core-CPU Intel Xeon mit 16 Kernen und 2,30 GHz Takt
gemacht. Als GPU kommt wieder die Nvidia Tesla V100 zum Einsatz.

9.4.1. Algorithmen fiir einfache Polygone

Wir testen den Entscheidungsalgorithmus, den Optimierungsalgorithmus und die ndherungs-
weise Intervallschachtelung. Als Eingabe dienen zwei Polygone mit n = 525, bzw. n = 365
Kanten (Abb. 9.3b). Dazu wurde eine Variante des Polygons aus Abb. 3.1 gewahlt. Die Adjazenz-
matrizen der Erreichbarkeits-Graphen haben jeweils ca. 10.000 Spalten und Zeilen.

Im ersten Teil des Algorithmus fiir einfache Polygone werden Erreichbarkeits-Graphen berech-
net. Dieser Teil lauft ausschliel3lich auf den CPUs. Die Berechnung der kritischen Werte erfolgt
ebenfalls auf CPU-Hardware. Falls eine GPU vorhanden ist, werden alle Matrixmultiplikationen
an die GPU delegiert. Wir messen die Gesamtlaufzeit und geben die Beschleunigung gegeniiber
der seriellen Variante an.

| Entscheidungsalgorithmus n=>525 |
] CPU-Kerne GPU Zeit in Sekunden Speed-Up ‘
1 99,4
2 56,3 1,8
4 30,8 3,2
8 19,5 5,1
12 15,1 6,6
16 14,3 7,0
4 v 11,9 8,4
| Optimierungsalgorithmus n=365 |
| CPU-Kerne GPU  Zeit in Sekunden  Speed-Up |
1 101,5
2 60,9 1,7
4 46,8 2,2
4 v 37,2 2,7
] Intervallschachtelung n = 365 ‘
] CPU-Kerne GPU Zeit in Sekunden Speed-Up ‘
1 314,2
2 189,2 1,7
4 140,3 2,2
4 v 55,9 5,6

Tabelle 9.2.: Ergebnisse: Algorithmen fiir einfache Polygone
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Kapitel 9. Experimentelle Ergebnisse

9.4.2. Algorithmen fiir Polygonziige

Der Algorithmus von Alt und Godau [13] fiir Polygonziige ist schneller; wir testen hier mit gro-
Reren Eingabedaten. Als Eingabe dienen zwei Polygonziige mit ca. n = 16.000, bzw. n = 2.000
Kanten.

] Entscheidungsalgorithmus n = 16.005 ‘
] CPU-Kerne Zeitin Sekunden Speed-Up ‘

1 372
2 259 1,4
4 210 1,8
] Optimierungsalgorithmus n = 2.005 ‘
| CPU-Kerne  Zeit in Sekunden  Speed-Up |
1 168,6
2 95,1 1,8
4 61,5 2,8
| Intervallschachtelung n = 2.005 |
| CPU-Kerne  Zeit in Sekunden  Speed-Up |
1 53,1
2 32,1 1,7
4 22,5 2,4

Tabelle 9.3.: Ergebnisse: Algorithmen fiir Polygonziige

9.4.3. Interpretation

Beim Entscheidungsalgorithmus fiir einfache Polygone liegt die erreichte Beschleunigung unge-
fahr in der GroRenordnung des theoretisch Machbaren (Faktor 5,1 bei 8 Kernen). Bei mehr als
12 Kernen flachen die Werte etwas ab. Der Entscheidungsalgorithmus profitiert also gut von der
Parallelisierung. Eine deutliche Beschleunigung erreicht erwartungsgemél} die Hochleistungs-
GPU mit Boolescher Arithmetik. Der Optimierungsalgorithmus und die Intervallschachtelung
profitieren weniger von der Parallelisierung.
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A

Digitale Ressourcen

A.1. Fréchet View

Dieser Arbeit liegt eine CD mit zusatzlichem Material bei. Die CD enthilt ausfiihrbare Versionen
des Programms Fréchet View sowie den vollstdndigen Quellcode. Die Datei index.html enhalt
eine Ubersicht iiber den Inhalt der CD.

Alle Informationen finden Sie auch Online unter der Adresse:
https://hrimfaxi.bitbucket.io/fv

Ausfiihrbare Programme

Fiir die Betriebssysteme Windows, Linux und macOS liegen ausfiihrbare Versionen von Fréchet
View bei. Die aktuellste Version kann aulderdem von
https://bitbucket.org/hrimfaxi/c-development/downloads

heruntergeladen werden.

Falls Sie Probleme haben, diese Programme auf Ihren PC auszufiihren, kontaktieren Sie bitte
den Autor, oder erstellen Sie einen Bug Report auf
https://bitbucket.org/hrimfaxi/c-development/issues/new

Eine Installationsanleitung und eine Bedienungsanleitung finden Sie ebenfalls auf der beiliegen-
den CD oder Online.

Beispieldateien

Wir haben einige Beispiel-Dateien beigelegt. Sie sollen helfen, sich mit dem Programm vertraut zu
machen. Einige Beispiele aus der vorliegenden Arbeit lassen sich mit den Dateien nachvollziehen:
MCSP Reduction. jscript NP-Reduktion aus Kapitel 4.3.1
Trousers. jscript Unterschied zwischen Fréchet-Abstand von Polygon und
Randkurve aus Kapitel 3.2
Greedy-Factor 2.jscript Konstruktion des Naherungsfaktors aus Kapitel 4.5.1
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Quellcode

Der vollstandige Quellcode fiir Fréchet View liegt bei. Die aktuellste Version ist zudem in einem
offentlichen Git-Repository verfiigbar:

git clone https://bitbucket.org/hrimfaxi/c-development.git

Eine kommentierte Ubersicht des Quellcodes ist ebenfalls enthalten. Falls Sie das Programm
selbstdndig aus den Quellen erstellen mochten, finden Sie dazu eine kurze Anleitung. In der
Regel ist dies aber nicht erforderlich.

Video

Fiir die Konferenz Symposium on Computational Geometry 2019 entstand eine kleine Video-
Prisentation, die ebenfalls auf der CD enthalten ist. In dem Video finden Sie eine kurze Einfiih-
rung zum Fréchet-Abstand und zu den implementierten Algorithmen.

A.2. Werkzeuge und Bibiliotheken

Zur Entwicklung von Fréchet View wurden folgende Werkzeuge und Software-Bibliotheken
verwendet. Sie sind nicht auf der CD enthalten, aber grof3tenteils frei verfiigbar.

Software-Bibliotheken

* Computational Geometry Algorithms Library [41]

* M4RI [8]

e Boost C++ Libraries [20]

e C++ Standard Template Library

* Threading Building Blocks [71]

* OpencCL [75]

* Qt [88]

* Intel Math Kernel Library [70] und CLBlast [84] wurden fiir die Erstellung von Messwerten
in Kapitel 9 verwendet.

Compiler

* GCC fiir Linux
* Intel C++ Compiler und MSVC fiir Windows
e Clang/LLVM fiir macOS

Entwicklungswerkzeuge

* Integrierte Entwicklungsumgebungen: Qt Creator und JetBrains CLion
* GDB Debugger

* git Source-Code-Verwaltung

* Build-Werkzeuge: gmake und CMake

* Google Test fiir Unit Tests

* Doxygen zur Dokumentation des Quellcodes
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B

Instructions

B.1. How To use Fréchet View

* Open an input file and display the correspondig free-space diagram.
* Play with parameter € and watch the free-space diagram change.

* Select an algorithm from the panel on the lower left part of the screen.

useful for
overlapping curves

Fle View Help
Open Save Free Space | Separate Curves | Show Bounds DSimple D Trousers

Q @

Zoom
= Zoom

feasible path
(mouse sensitive)

edges and diagonals
are mouse sensitive

default
zoom

e
mouse wheel = zoom
click & drag = scroll

Epsilon

optimise |

Approximate |

Abbildung B.1.: Fréchet View Window

Q
©
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Anhang B. Instructions

Curve Algorithm

Computes the classical Fréchet distance for polygonal curves. The answer to the decision problem
(“is 8r < € ?”) is displayed in real-time.

The resulting feasible path is shown as a yellow line inside the free-space diagram. The path
may wrap at the right edge of the diagram and continue at the left edge.

Show Bounds displays reachable intervals as dotted lines.
Separate Curves moves the input curves apart.

Move the mouse pointer over an edge (or a diagonal) to highlight the correspoding parts of the
curves (mapped by a homeomorphism).

(Optimise und Approximate see below).
Polygon Algorithm

Computes the Fréchet distance for simple polygons (i. e. polygons without holes, and without
self-intersections).

Decide computes the answer to the decision problem. If successful, the resulting feasible path
is shown in the free-space diagram.

Optimize computes the Fréchet distance (i.e. the smallest possible epsilon) using binary search
on a set of critical values.

Approximate computes an approximation result (may sometimes be faster).
k-Fréchet Algorithm
Computes the parameter k for the k-Fréchet distance.

* the Greedy result is shown immediately. Lower and upper bounds for k are shown.

* click Brute-Force to compute the exact result; stop the computation if it takes too long.

Connected components are indicated by colors.

Click Show Bounds to project components to the x- and y-axes. These projected intervals are
the basis for the k-Fréchet algorithms.

B.1.1. Print and Save

Curves and the free-Space diagram can be printed, or saved to disk as a PDF files.
Note: saving to SVG files is available, but may not always be accurate. Do prefer PDF.
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B.1. How To use Fréchet View

B.1.2. File Formats

Fréchet View expects two polygonal curves as input data. These can be read from SVG or IPE
files. There are numerous applications for editing vector graphics files, like InkScape or Ipe.

The Curve algorithm accepts any pair of straight polygon paths (not Beziér Curves).
The Polygon algorithm expects closed, simple polygons (no intersections).

¢ While viewing a file in Fréchet View, you can edit the same file in any graphical or text editor.
Saved changes are updated immediately in the Fréchet View window.

Use JavaScript to “program” complex curves. Have a look at some sample files.
Our JavaScript interface defines two Path variables P and Q.

All Path methods are “fluent”, like: P.M(20,40) .H(100) .m(30,10).Z();

Other common JavaScript constructs (functions, loops, variables, etc.) are avaible.

new Path()
new Path(copy)

creates an empty Path object
copies a Path object

M(x,y) draws a polygon edge to (x,y)

H(x) horizontal edge to x

V(y) vertical edge toy

m(x,y) edge relative to the current location

h(x,y) horizontal edge, relative to current location

v(X,y) vertical edge, relative to current location

yAQ) close polygon

appendPath(path) appends one path to another

appendString(string) appends a string-encoded path. Strings contain a series

of M-H-V-Z instructions, like “M 10 10 H90 V90 H 10 Z”.
Roughly follows the SVG Specification.

“Turtle Graphics”

polar(angle,distance)

draws an edge defined by angle (360° degrees) and
distance

forward(distance) move forward or backward
left(angle) turn left (without drawing an edge)
right(angle) turn right

reset(angle) update angle

Transformations

scale(factor) scales the whole Path object
scale(x,y) scales the whole Path object
rotate(angle) rotates the whole Path object
translate(x,y) translates the whole Path object
mirrorx() mirrors Path object horizontally
mirrory() mirrors Path object vertically

Tabelle B.2.: Path API
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B.1.3. Command Line Interface

You can run Fréchet View in “headless” mode from a command line terminal. The program
processes just one input file. Select an algorithm:

-C Fréchet distance for curves
-p Fréchet distance fiir simple polygons
-k k-Fréchet distance

Options -c and -p support three variants:

--dec=¢ decision problem: is §p < € ?
--opt optimization problem: computes the exact value of 6
--app=6 approximates §r by nested intervals

The k-Fréchet algorithm -k accepts only --dec=¢. It computes the parameter k for a given ¢.
There is no other optimization variant for the k-Fréchet algorithm.

--cores defines the number of parallel threads on a multi-core system. Results are usually best if
you choose the number of physical CPU cores. Performance does not benefit from hyperthreading
on Intel processors.

Example for a quad core processor: ——cores=4 is fine, but --cores=8 does not improve.

--large minimizes memory usage (for really large input data).

--gpu enables GPGPU support. You need an OpenCL 1.2 compatible card and driver. Significant
speedups require really powerful graphics cards.

--tile=a,b is a fine-tuning parameter for GPGPU support.
--scale=x adjusts to HiDPI screen resolutions (if necessary)

Type --help to view available options.

Examples

./Frechet_View "Demo Data/trousers.jscript" -p --dec=45
C:\Programs (x86)\Frechet_View\frechet-view "Demo Data/trousers.jscript" -c --approx=1-e6
Frechet-View.app/Contents/Mac0S/frechet-view "Demo Data/trousers.jscript" -p --opt --cores=4

./Frechet_View "Demo Data/criss-cross-2.jscript" -k --dec=0.4
./Frechet_View "Demo Data/trousers.jscript" -p --dec6@ --cores=4 --gpu
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B.2. Installation Notes

B.2. Installation Notes

Windows Installation

Unzip downloaded package and run frechet-view.exe.
Linux Installation

Make the downloaded file executable:

chmod +x Frechet_View_for_Linux

and run it by double clicking, or from a terminal:
./Frechet_View_for_Linux

Use “Help/Install Desktop Icon” to place a link onto your desktop (you may need to edit that
desktop file, but it’s easy).

macOS Instalation

Open the downloaded disk image and double click the Fréchet View application icon.

All binaries are 64-bit. If you desperately need a 32-bit version, try to build from sources.
I've never tried it myself, but T assume it’s possible.

B.2.1. GPGPU Support

GPGPU support is optional. You need a graphics card driver that supports OpenCL 1.2 or later.
Best results are achieved if the graphics card has high memory bandwidth. Graphics cards that
share memory with the CPU (like most Notebook cards) are usually less effective.

B.3. Building from Sources

Clone Source Repository

git clone https://bitbucket.org/hrimfaxi/c-development.git
Download Third-Party Libraries

Qt 5.9 or later is required. Qt comes pre-installed with many Linux system, or can be downloa-
ded from https://www.qt.io/download-gt-installer.
Check installed version with gmake --version.

Boost 1.53 or later (maybe earlier) is required. Boost comes pre-installed with most Linux
systems, or can be downloaded from https://www.boost.org.
Binary libraries are not needed, Boost header files are sufficient.

Computational Geometry Algorithms Library
git clone https://github.com/CGAL/cgal.git
Note that we do not need CGAL binaries, header files are sufficient.

Intel Threading Building Blocks
Download a package for your system from https://github.com/@1org/tbb/releases.
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Unpack it. If you need to build TBB libraries from source, refer to their documentation. It is not
very difficult, actually. The hardest part of TBB is finding the right documentation.

M4RI Boolean Matrix Multiplication

git clone https://bitbucket.org/malb/m4ri.git
cd m4ri

autoreconf --install

./configure --enable-thread-safe --disable-png
make

Next, open m4ri/m4ri_config.h and make sure that the following options are set correctly:

#define __M4RI_HAVE_MM_MALLOC 0
#define __M4RI_HAVE_POSIX_MEMALIGN @
#define __M4RI_HAVE_SSE2 1
#define __M4RI_ENABLE_MZD_CACHE 0
#define __M4RI_ENABLE_MMC 0

This is very important, because some of these options are not safe for multi-threading!

OpencCL SDKs are available from Intel, AMD, and as part of Nvidia CUDA toolkit.
OpencCL is readily installed on macOS and many Linuxes.

Build Project

Adjust include and library paths as necessary in projects/frechet-view.pro.
Then run the build script:

cd projects/frechet-view
gmake -config release
make

(resp. nmake on Windows)

Alternatively, a cmake project script is available.
MSVC project files are available, but I won’t promise to keep them up-to-date.

Windows Build Notes

Both Microsoft Visual C++ and Intel G++ compilers are supported.
We recommend the latter because it allows for better numerical results.
Typing qmake -spec win32-icc should do the trick.

Building M4RI from sources may not work on Windows. However, it is sufficient to edit the file
m4ri\m4ri_config.h, as described above.

Linux Build Notes
gcce 5.4 or later is recommended.

macOS Build Notes

XCode Command Line Tools are required. Install with xcode-select --install.
A full-fledged XCode installation is not needed.
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